


 



Předmluva 

Katedra matematiky Fakulty stavební ČVUT opět pořádá Studentskou vědeckou 

konferenci, v jejímž rámci se koná Rektorysova soutěž. Připomeňme si, že v roce 2007 

se konal 0. ročník, letos se koná již 13. ročník. Soutěž byla v minulých letech 

organizována buď našimi kolegy z FJFI ČVUT, nebo naší katedrou.  

Letošní ročník je výjimečný tím, že Studentská vědecká konference se koná jako 

videokonference online. Nepříznivá hygienická situace v letošním roce nedovolila 

prezenční konání této tradiční konference. 

Prezentované práce jsou z různých oblastí aplikované matematiky. Mnoho z nich 

souvisí s bakalářskými, diplomovými nebo disertačními pracemi účastníků 

konference. 

Organizátoři konference by zde rádi poděkovali především účastníkům konference 

a Rektorysovy soutěže, dále vedoucím studentských prací, recenzentům a členům 

odborné hodnotící poroty za jejich práci, která přispěla k vysoké úrovni a prestiži 

konference. 

Organizace konference je financována z grantu SVK 01/20/F1 uděleného naší katedře 

grantovou komisí Studentské grantové soutěže ČVUT. Tímto bychom chtěli 

poděkovat grantové komisi za udělení grantu. 

Informace o Studentské vědecké konferenci a Rektorysově soutěži lze nalézt na 

webových stránkách https://mat.fsv.cvut.cz/rektorys/soutez/ . 

 

V Praze dne 20. 11. 2020 

 

František Bubeník 

Martin Soukenka 

 



 



Karel Rektorys 

 

Prof. RNDr. Karel Rektorys, DrSc. (1923-2004) působil na 

ČVUT od roku 1954 do roku 2004, tedy celých 50 let. Stal se 

významnou osobností mezi vědci. Proslavil se zejména 

metodou časové diskretizace při řešení parciálních 

diferenciálních rovnic. Profesor Rektorys měl obrovskou 

autoritu i jako pedagog. Jeho přednášky se staly fenoménem. 

Jako vystudovaný matematik dokázal překlenout hranice 

matematiky a inženýrských oborů. Podílel se například na 

projektu stavby Orlické přehrady. Byl autorem řady 

publikací, Variační metody v inženýrských problémech a v problémech matematické 

fyziky, Metoda časové diskretizace a parciální diferenciální rovnice, Co je a k čemu je 

vyšší matematika, a byl vedoucím kolektivu autorů světoznámého Přehledu užité 

matematiky. 
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Inverse Analysis of a Stochastic PDE Using Bayes
Method

Gaynutdinova Liya1

1Department of Mathematics, Faculty of Civil Engineering, CTU in Prague,
liya.gaynutdinova@fsv.cvut.cz

Abstract In this project, an inverse problem for parameter identification of an elliptic
partial differential equation in the form of the steady-state heat equation is considered.
The parameters are involved in the data of the problem, more precisely in the random
fields that represent the thermal conductivity λ of the material and the Dirichlet boundary
conditions. The parameters are to be identified based on temperature distributions resulting
from the finite element method solution of the problem. The Bayesian approach is used by
applying the Metropolis-Hastings algorithm to approximate the parameter’s distribution.

Reference

[1] R. Blaheta, M. Béreš, S. Domesová, P. Pan, A Comparison of Deterministic and
Bayesian Inverse with Application in Micromechanics. Applications of Mathematics,
63 (6), 2018, pp. 665–686.

[2] T. Bui-Thanh, A Gentle Tutorial on Statistical Inversion using the Bayesian Paradigm,
Institute for Computational Engineering and Sciences, The University of Texas at
Austin. Published online.

[3] K. W. Morton, D. Mayers, Numerical Solution of Partial Differential Equations: An
Introduction, Second Edition, Cambridge University Press, 2005.

[4] D. Xiu, Numerical Methods for Stochastic Computations: A Spectral Method Appro-
ach, Princeton University Press, 2010.

[5] G. O. Roberts, A. Gelman AND W. R. Gilks, Weak Convergence and Optimal Scaling
Of Random Walk Metropolis Algorithms, 1997. The Annals of Applied Probability,
Vol. 7, No. 1, pp. 110–120.
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Aproximace jednorozm¥rných relativistických bodových
interakcí pomocí nelokálních potenciál·

Luká² Heriban

FJFI �VUT, Heribluk@fj�.cvut.cz

Abstrakt. Tato práce °e²í problematiku aproximací jednorozm¥rných relativistických bo-
dových interakcí pro Dirac·v operátor [3] za pouºití nelokálních potenciál·. Za tento nelo-
kální potenciál volíme projekci na pevn¥ zvolenou ²kálovanou funkci v z L2(R) tenzorov¥
vynásobenou s 2x2 komplexní maticí. Pro tento nelokální potenciál dokáºeme uniformní
konvergenci v resolvent¥ k jistému operátoru, který popisuje relativistickou bodovou in-
terakci. Následn¥ je zde °e²ena otázka renormalizace vazebných konstant, tj. otázka zda
se shoduje formální limita pouºité aproximace s formálním zápisem operátorové limity.

Pod¥kování. Cht¥l bych zde pod¥kovat p°edev²ím svému ²koliteli Ing. Mat¥ji Tu²kovi,
Ph.D. za pe£livost a ochotu p°i vedení mé bakalá°ské práce.

Literatura:

[1] P. �eba, Klein's Paradox and the Relativistic Point Interaction. Letters in Mathema-
tical Physics 18, 1989, 77-86.

[2] M. Tu²ek, Approximation of one-dimensional relativistic point interactions by regular

potentials revised. arXiv:1904.01061 (preprint ), 2019.

[3] S. Benvegnu, L. Dabrowski, Relativistic point interaction in one dimension. Letters
in Mathematical Physics 30, 1994, 159-167.

[4] R.J. Hughes, Relativistic point interactions: approximation by smooth potentials. Re-
ports on Mathematical Physics 39, 1997.

[5] R.J. Hughes, Finite-rank perturbations of the Dirac operator. Journal of Mathemati-
cal Analysis and Applications 238, 1999.
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Modelování smrštění symetricky a nesymetricky 

vysychajícího betonu 

Pavel Horák *, Petr Havlásek ‡ 

* Katedra mechaniky FSV ČVUT, pavel.horak@fsv.cvut.cz 
‡ Katedra mechaniky FSV ČVUT, petr.havlasek@fsv.cvut.cz 

Abstrakt. Časově závislé chování symetricky vysychajícího betonového prvku 

s konstantním průřezem může být predikováno na základě několika různých 

numerických modelů. To platí zejména, dokud se díváme na průřez jako na celek 

a pozorujeme pouze průměrné hodnoty deformací. Ve chvíli, kdy je popisováno 

nerovnoměrné vysychání, je nutné použít metodu konečných prvků pro přesnější 

analýzu. Protože k problematice nerovnoměrného vysychání není k dispozici příliš 

mnoho experimentálních dat, jsou obvykle vstupní parametry pro model kalibrovány 

na malých laboratorních vzorcích. V této práci je rozebráno, zda tento přístup vede 

k jedné nejlepší sadě parametrů pro model transportu vlhkosti Bažant-Najjar. 

V případě chybějících experimentálních dat jsou tato data nahrazena numerickým 

modelem s využitím sady parametrů dávající nejlepší shodu s experimentem. 

Následné porovnávání se zaměřovalo na chování asymetricky vysychajícího vzorku a 

výsledky jsou podrobněji rozebrány. 

 

Obr. 1: Vývoj křivosti při začátku vysychání ve 28 dnech a relativní vlhkosti okolního 

prostředí RH = 50 %. Zobrazené sady parametrů dávají nejlepší shodu pro osové 

smrštění betonu starého 28 dní při začátku vysychání při současně třech úrovních 

relativní vlhkosti okolního prostředí RH = 30, 50, 70 %. 

11



V rámci porovnání výsledků podle vývoje křivosti jednostranně vysychajícího vzorku 

bylo zjištěno, že některé sady parametrů vykazují neintuitivní chování. Křivost 

nejprve s časem narůstá, dosahuje lokálního maxima a následně klesá, aby po dosažení 

lokálního minima opět vzrostla a dosáhla globálního maxima. 

 

Poděkování. Práce byla podpořena Grantovou agenturou České republiky jako 

projekt 19-20666S  a dále grantem SGS20/38/OHK1/1T/11.  

 

Literatura:  

[1]  V. Šmilauer, P. Havlásek, T. Gasch, et al. Hygro-mechanical modeling of restrained 

ring test: COST TU1404 benchmark. Construction and Building Materials 229:116543, 

2019. doi:https://doi.org/10.1016/j.conbuildmat.2019.07.269.  

[2]  B. Patzák. OOFEM home page, 2000. http://www.oofem.org.  

[3]  A. H. Bryant, C. Vadhanavikkit. Creep, shrinkage-size, and age at loading effects. 

ACI Materials Journal 84:117–123, 1987.  

[4]  Z. P. Bažant, L. J. Najjar. Nonlinear water diffusion in nonsaturated concrete. 

Materials and Structures 5:3–20, 1972. doi:10.1007/BF02479073.  

[5]  Fédération Internationale du Béton. Model Code 2010. No. vol. 65 in fib Bulletin. 

International Federation for Structural Concrete (fib), 2012.  

[6]  Z. Bažant, P. Havlásek, M. Jirásek. Microprestress-solidification theory: Modeling 

of size effect on drying creep. In N. Bicanic, H. Mang, G. Meschke, R. de Borst 

(eds.), Computational Modelling of Concrete Structures, pp. 749–758. CRC 

Press/Balkema, EH Leiden, The Netherlands, 2014.  

[7]  Z. P. Bažant, A. P. Hauggaard, S. Baweja, F. J. Ulm. Microprestress solidification 

theory for concrete creep. I: Aging and drying effects. Journal of Engineering 

Mechanics 123:1188–1194, 1997.  

[8]  Z. Bažant, S. Baweja. Creep and shrinkage prediction model for analysis and design 

of concrete structures: Model B3. Adam Neville Symposium: Creep and Shrinkage - 

Structural Design Effects 2000. 

[9]  P. Havlásek. Creep and Shrinkage of Concrete Subjected to Variable Environmental 

Conditions, PhD. Thesis. Czech Technical University in Prague, 2014. 
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Testováńı fázové stability v́ıcesložkových směśı
s využit́ım metod globálńı optimalizace

Bc. Martin Jex

Katedra matematiky FJFI ČVUT, jexmarti@fjfi.cvut.cz

Abstrakt. V př́ıspěvku se zabýváme rovnováhou fáźı ve směśıch látek v proměnných VTN.
Přesněji máme u směsi zadané počátecńı molárńı koncentrace c∗ a teplotu T ∗ a máme roz-
hodnout, zda směs z̊ustane v jedné fázi, nebo dojde ke štepeńı do v́ıce fáźı. Tento fyzikálně
motivovaný problém lze převést na matematický problém optimalizace nekonvexńı funkce
(TPD) na konvexńı množině (vnitřek simplexu) [2]. Optimalizačńı problém je řešen po-
moćı algoritmu větv́ı a meźı [3], ve kterém se využ́ıvá konvexńı spodńı odhad funkce TPD.
Tento odhad je vytvořen pomoćı konvexně konkávńıho rozkladu a je optimalizován, aby
se v jistém smyslu, co nejméne lǐsil od p̊uvodńı TPD funkce. Algoritmus je implemen-
tován v Mathematice a je ilustrován na 3 př́ıkladech s r̊uznými stupni složitosti. Dále je
diskutována jeho výpocetńı složitost. Námi implementovaný algoritmus dává konzistentńı
výsledky s [1], který upřesňuj́ı výsledky nalezené v [4].

Literatura:

[1] Smejkal T.; Mikyška J. VTN-phase stability testing using the Branch and Bound strategy
and the convex-concave splitting of Helmhotz free energy density. Fluid Phase Equilibria,
504, 2020.

[2] Mikyška, J.; Firoozabadi A. Investigation of Mixture Stability at Given Volume, tem-
perature and number of moles. Fluid Phase Equlibria, 321, 1-9, 2012.

[3] Locatelli M.; Schoen F. Global optimization - Theory, Algorithms, and Applications.
SIAM Philadelphia, 2013.

[4] Smejkal T.; Mikyška J. Unified presentation and comparison of various formulations of
the phase stability and phase equilibrium calculation problems. Fluid Phase Equilibria,
476, 61-88, 2018.
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Rozpoznávání ultrazvukových signálů pomocí
konvolučních neuronových sítí

Martin Kovanda

Katedra matematiky FJFI ČVUT, kovanma2@fjfi.cvut.cz

Abstrakt. V této práci jsou shrnuty základní architektury neuronových sítí a možnosti po-
užití vrstevnatých a konvolučních neuronových sítí (CNN) na rozpoznávání ultrazvukových
signálů. Za tímto účelem jsou porovnávány architektury, které se navzájem liší hodnotami
užitých hyper-parametrů. Těmi jsou například celkový počet neuronů v síti spolu s počtem
použitých vrstev. Dále je znázorněn přínos použití L2 regularizace, dropoutu a svazkové
normalizace za účelem potlačení přeučení sítě. V případě CNN jsou pak tyto regularizace
porovnávány zvlášť pro konvoluční i vrstevnatou část sítě. Použití CNN je umožněno zpra-
cováním ultrazvukového signálu pomocí časo-frekvenční transformace. Za tímto účelem byl
testován tzv. HFD spektrogram, pomocí kterého byly ultrazvukové signály transformovány
do tenzorové podoby s využitím různě volených parametrů. Na takto transformovaných
signálech byly úspěšně testovány CNN pro identifikaci 11 různých letových režimů vrtul-
níku.
Poděkování. Chtěl bych zde poděkovat svému školiteli Ing. Milanu Chladovi, Ph.D., za tr-
pělivost, pečlivost, ochotu, vstřícnost a odborné i lidské zázemí při vedení mé bakalářské
práce.

Literatura:

[1] François Chollet. Deep learning with Python. OCLC: ocn982650571. Shelter Island,
New York: Manning Publications Co, 2018. isbn: 9781617294433.

[2] The Math Behind Backpropagation | Big Theta. url: https://bigtheta.io/2016/
02/27/the-math-behind-backpropagation.html (cit. 04. 03. 2020).

[3] Daniel Godoy. Understanding binary cross-entropy / log loss: a visual explanation.
en. Ún. 2019. url: https://towardsdatascience.com/understanding-binary-
cross-entropy-log-loss-a-visual-explanation-a3ac6025181a (cit. 14. 03. 2020).

[4] Keras Documentation. url: https://keras.io/ (cit. 04. 03. 2020).

[5] Ian Goodfellow, Yoshua Bengio a Aaron Courville. Deep Learning. http://www.
deeplearningbook.org. MIT Press, 2016.

[6] George Seif. Understanding the 3 most common loss functions for Machine Learning
Regression. en. Červ. 2019. url: https://towardsdatascience.com/understanding-
the-3-most-common-loss-functions-for-machine-learning-regression-
23e0ef3e14d3 (cit. 10. 03. 2020).

[7] Visual Information Theory – colah’s blog. url: http://colah.github.io/posts/
2015-09-Visual-Information/ (cit. 14. 03. 2020).
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[8] Nitish Srivastava et al. “Dropout: A Simple Way to Prevent Neural Networks from
Overfitting”. In: Journal of Machine Learning Research 15.56 (2014), s. 1929–1958.
issn: 1533-7928. url: http://jmlr.org/papers/v15/srivastava14a.html (cit.
15. 03. 2020).

[9] Sergey Ioffe a Christian Szegedy. “Batch Normalization: Accelerating Deep Network
Training by Reducing Internal Covariate Shift”. In: arXiv:1502.03167 [cs] (břez.
2015). arXiv: 1502.03167. url: http://arxiv.org/abs/1502.03167 (cit. 14. 04. 2020).
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Matematické modelováńı prouděńı tekutin
a transportu kontrastńı látky v cévách

Jan Kovář

Katedra matematiky FJFI ČVUT, kovarj29@fjfi.cvut.cz

Abstrakt. Tato práce se zabývá matematickým modelováńım úloh spojených s vyšetřeńım
perfuze myokardu za použit́ı kontrastńı látky. Úloha prouděńı a transportu kontrastńı látky
je v úvodu rozdělena do třech základńıch typových úloh, z nichž dvě jsou řešeny v rámci
této práce.

Čtenáři je představen matematický model prouděńı newtonovské nestlačitelné kapaliny
v izotermálńım rigidńım porézńım prostřed́ı a v izotermálńım volném prostřed́ı. Hlavńım
ćılem této práce je řešeńı úlohy jednofázového prouděńı a transportu kontrastńı látky
v porézńım prostřed́ı představuj́ıćı srdečńı svalovinu a v dvourozměrné oblasti reprezen-
tuj́ıćı svými rozměry cévu krevńıho řečǐstě za použit́ı mř́ıžkové Boltzmannovy metody.

Mř́ıžková Boltzmannova metoda byla úspěšně aplikována pro řešeńı zmı́něných úloh
a źıskané výsledky jsou v souladu s výsledky obdrženými pomoćı metody konečných dife-
renćı, či smı́̌sené hybridńı metody konečných prvk̊u.
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Guaranteed Two-sided Bounds on all Eigenvalues of
Preconditioned Diffusion and Elasticity Problems

Solved by the Finite Element Method
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Abstract. A method of characterizing all eigenvalues of a preconditioned discretized sca-
lar diffusion operator with Dirichlet boundary conditions has been recently introduced in
Gergelits, Mardal, Nielsen, and Strakoš (2019). Motivated by this paper, we offer a slightly
different approach that extends the previous results in some directions. Namely, we provide
bounds on all increasingly ordered eigenvalues of a general diffusion or elasticity operator
with tensor data, discretized with the conforming finite element method, and preconditio-
ned by the inverse of a matrix of the same operator with different data. Our results hold
for mixed Dirichlet and Robin or periodic boundary conditions applied to the original and
preconditioning problems. The bounds are two-sided, guaranteed, easily accessible, and
depend solely on the material data.
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Matematické modelování fázového rozhraní metodou
lattice Boltzmann

Michal Malík
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Abstrakt. Záměrem této práce je sledování vývoje rozhraní mezi dvěma fázemi pomocí
mřížkové Boltzmannovy metody (LBM). V práci popíšeme numerický model a zaměříme se
více na výpočet normálového vektoru. Numerický model otestujeme na několika úlohách.
Více se budeme věnovat dvěma úlohám, konkrétně vývoji rozhraní ve tvaru kružnice při
diagonálním posunu a vývoji rozhraní ve tvaru Zalesakova disku v rotačním rychlostním
poli. Pro tyto dvě úlohy jsme určili experimentální řády konvergence. V případě diagonál-
ního posunu kruhu metoda konverguje rychlostí druhého řádu. Na úloze Zálesákova disku
jsme pozorovali rozdílný řád konvergence v závislosti na výpočtu normy. Řád konvergence
se v závislosti na normě pohyboval mezi hodnotami 1, 2. Ze získaných výsledků lze usoudit,
že pro konstantní rychlostní pole je LBM metoda druhého řádu. Pokud je rychlostní pole
komplikovanější, řád konvergence se snižuje až na hodnotu 1. Toto pozorování je podkla-
dem pro další studium této metody.

Poděkování. Chtěl bych zde poděkovat především svému školiteli Ing. Pavlovi Eichlerovi
za pečlivost, ochotu, vstřícnost a odborné i lidské zázemí při vedení mé bakalářské práce.
Dále děkuji svému konzultantovi Ing. Radkovi Fučíkovi, Ph.D. za cenné rady a poznámky k
danému tématu a Ing. Jakubovi Klinkovskému za pomoc s přístupem na výpočetní zařízení
Katedry matematiky na Fakultě jaderné a fyzikálně inženýrské, České vysoké učení tech-
nické v Praze. Nakonec bych chtěl poděkovat prof. Michalovi Benešovi za věcné poznámky
k metodě fázového pole.

Literatura:

[1] Adalsteinsson, David; Sethian, James A. A fast level set method for propagating in-
terfaces. J. Comput. Phys, 1994, roč. 118, č. 2.

[2] Beneš, M.. Phase field model of microstructure growth in solidification of pure sub-
stances. Dizertační práce, Fakulta jaderná a fyzikálně inženýrská, ČVUT v Praze,
1997.

[3] Beneš, M.. Matematické modelování procesu tuhnutí v krystalických materiálech po-
mocí nelineárních parciálních diferenciálních rovnic. Habilitační práce, Fakulta ja-
derná a fyzikálně inženýrská, ČVUT v Praze, 2001.

[4] Boettinger, William J; Warren, James A; Beckermann, Christoph; Karma, Alain.
Phase-field simulation of solidification. Annual review of materials research, 2002,
roč. 32, č. 1, s. 163–194.

19



[5] Brennen, Christopher Earls; Brennen, Christopher E. Fundamentals of multiphase
flow. Cambridge university press, 2005.

[6] Chiu, Pao-Hsiung; Lin, Yan-Ting. A conservative phase field method for solving in-
compressible two-phase flows. Journal of Computational Physics, 2011, roč. 230, č. 1,
s. 185–204.

[7] Dvořák, P.. Matematické modelování mikrostruktur při fázových přechodech. Diplo-
mová práce, Fakulta jaderná a fyzikálně inženýrská, ČVUT v Praze, 2010.

[8] Eichler, P.. Matematické modelování subsonického proudění okolo překážek pomocí
metody Lattice-Boltzmann na GPU. Bakalářská práce, Fakulta jaderná a fyzikálně
inženýrská, ČVUT v Praze, 2016.

[9] Eichler, P.. Matematické modelování interakce elastického tělesa s nestlačitelnou te-
kutinou. Diplomová práce, Fakulta jaderná a fyzikálně inženýrská, ČVUT v Praze,
2018.

[10] Folch, R.; Casademunt, J.; Hernández-Machado, A.; Ramirez-Piscina, L.. Phase-field
model for Hele-Shaw flows with arbitrary viscosity contrast. I. Theoretical approach.
Physical Review E, 1999, roč. 60, č. 2, str. 1724.

[11] Gebäck, Tobias; Heintz, Alexei. A lattice Boltzmann method for the advection-
diffusion equation with Neumann boundary conditions. Communications in Compu-
tational Physics, 2014, roč. 15, č. 2, s. 487–505.

[12] Geier, Martin; Fakhari, Abbas; Lee, Taehun. Conservative phase-field lattice Bolt-
zmann model for interface tracking equation. Physical Review E, 2015, roč. 91, č. 6,
str. 063309.

[13] Gruszczyński, G; Mitchell, T; Leonardi, C; Barber, T; aj. A cascaded phase-field
lattice Boltzmann model for the simulation of incompressible, immiscible fluids with
high density contrast. Computers & Mathematics with Applications, 2020, roč. 79, č. 4,
s. 1049–1071.

[14] Guo, Zhaoli; Shu, Chang. Lattice Boltzmann method and its applications in enginee-
ring, roč. 3. World Scientific, 2013.

[15] Gurtin, Morton E. On the Two-Phase Stefan Problem with Interfacial Energy and
Entropy. Arch. Rational Mech. Anal., 96:200-240, 1986.

[16] Huang, Haibo; Sukop, Michael; Lu, Xiyun. Multiphase lattice Boltzmann methods:
Theory and application. John Wiley & Sons, 2015.

[17] Karlin, Ilya V; Ferrante, Antonio; Öttinger, Hans Christian. Perfect entropy functions
of the lattice Boltzmann method. EPL (Europhysics Letters), 1999, roč. 47, č. 2, str.
182.

20



[18] Krüger, Timm; Kusumaatmaja, Halim; Kuzmin, Alexandr; Shardt, Orest; Silva, Gon-
calo; Viggen, Erlend Magnus. The lattice Boltzmann method. Springer International
Publishing, 2017, roč. 10, s. 978–3.

[19] Kvasnica, Jozef. Termodynamika. Státní nakladatelství technické literatury, 1965.

[20] Siqveland, Leiv Magne; Skjaeveland, Svein. Derivations of the Young–Laplace
equation. Unpublished Research, 2014.

[21] Sousa, Antonio; Nabovati, A.. LBM mesoscale modelling of porous media. WIT
Transactions on Engineering Sciences, 06 2008, roč. 61, doi:10.2495/HT080061.

[22] Strachota, Pavel. Analysis and Application of Numerical Methods for Solving Nonli-
near Reaction-Diffusion Equations. Dizertační práce, Fakulta jaderná a fyzikálně in-
ženýrská, ČVUT v Praze, 2012.

[23] Sun, Ying; Beckermann, Christoph. Sharp interface tracking using the phase-field
equation. Journal of Computational Physics, 2007, roč. 220, č. 2, s. 626–653.

21



Numerická analýza vývoje teploty v betonovém kontejneru
úložiště vyhořelého jaderného paliva se zohledněním vlivu

hydratačního tepla

Karolina Nedomová∗
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Abstrakt. Příspěvek popisuje numerickou analýzu vývoje teploty v betonovém kontejneru úlo-
žiště vyhořelého jaderného paliva. Jako zdroj tepla, způsobující ohřívání jak vlastního kontej-
neru, tak přilehlého horninového masivu hlubinného úložiště, je uvažováno jednak vyhořelé ja-
derné palivo, jednak (což se projeví zejména v raných fázích po naplnění a uzavření kontejneru)
hydratační teplo v betonové zálivce. V příspěvku je podrobně popsán matematický model neu-
stáleného sdílení tepla formulovaný v polárních souřadnicích a jeho numerické řešení. Výsledný
algoritmus je naprogramován v jazyce Python. Vytvořený výpočetní nástroj je použit pro nume-
rické simulace analyzovaného problému. Dosažené výsledky jsou graficky prezentovány a budou
využity pro podrobný návrh konstrukce kontejneru a pro analýzu jeho dlouhodobého chování.

Klíčová slova: Teplotní analýza, betonový kontejner, vyhořelé jaderné palivo, hydratační teplo.

A'A

Obrázek 1: Konstrukce analyzovaného kontejneru. Legenda: (1) nerezové pouzdro s vyhořelým
jaderným palivem typu VVER-440, (2) betonová zálivka, (3) ocel, (4) beton tlumící zóny. Zdroj:
nakresleno podle návrhu Dr. Khmurovské.
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Supernáhodné stavy termodynamického dopravńıho
plynu a jejich matematické vlastnosti
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Abstrakt. Tato práce se zabývá modelem termodynamického dopravńıho plynu, rozpty-
lem světlost́ı v dopravńıch datech a supernáhodnými stavy v teorii dopravy. Část práce je
věnována úvodu do statistického odhadováńı odstup̊u vozidel a jeho historii. Dále se věnuje
modelu termodynamického dopravńıho plynu a jeho matematickým vlastnostem. Př́ıslušné
distribuce světlost́ı jsou popsány funkcemi ze tř́ıdy GIG, která je obzvláště vhodná pro stu-
dium mikrostruktury dopravńıch tok̊u. Tato práce obsahuje vylepšené d̊ukazy vět z mate-
matiky částicových systémů a odhaluje nové rovnosti. Dále zahrnuje algoritmickou realizaci
systému, jehož stav je supernáhodný. Supernáhodné stavy v teorii dopravy a jejich dis-
tribuce světlost́ı nebyly bĺıže popsány a jejich zkoumáńı je zcela nová discipĺına v tomto
oboru.

V částicových systémech lze klasifikovat stavy systému dle mı́ry náhodnosti. Na obrázku
můžeme vidět statistickou rigiditu ∆(L) v závislosti na délce pozorovaného intervalu
a několik barevně rozlǐsených stav̊u náhodnosti. Nás však bude nejv́ıce zaj́ımat ten

superpoissonovský nebo-li supernáhodný.
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Abstract. The design of minimum-compliance bending-resistant structures with continu-
ous cross-section parameters is a challenging task because of its inherent non-convexity.
Our contribution develops a strategy that facilitates computing all guaranteed globally op-
timal solutions for frame and shell structures under multiple load cases and self-weight. To
this purpose, we exploit the fact that the stiffness matrix is usually a polynomial function
of design variables, allowing us to build an equivalent non-linear semidefinite programming
formulation over a semi-algebraic feasible set. This formulation is subsequently solved using
the Lasserre moment-sum-of-squares hierarchy, generating a sequence of outer convex ap-
proximations that monotonically converges from below to the optimum of the original pro-
blem. Globally optimal solutions can subsequently be extracted using the Curto-Fialkow
flat extension theorem. Furthermore, we show that a simple correction to the solutions of
the relaxed problems establishes a feasible upper bound, thereby deriving a simple sufficient
condition of global ε-optimality. When the original problem possesses a unique minimum,
we show that this solution is found with a zero optimality gap in the limit. These theoretical
findings are illustrated on several examples of topology optimization of frames and shells,
for which we observe that the hierarchy converges in a finite (rather small) number of steps.
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Efektivita aritmetických algoritmů v nestandardńıch
č́ıselných soustavách

Pavla Veselá
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Abstrakt. Nestandardńı č́ıselné systémy jsou dané svou báźı β (libovolné komplexńı č́ıslo
|β| > 1) a svou abecedou cifer A ⊂ C. Komplexńı č́ıslo z potom reprezentujeme ve tvaru

z =
k∑

j=−∞

ajβ
j, kde k ∈ Z a aj ∈ A.

Pro efektivńı poč́ıtáńı základńıch aritmetických operaćı v těchto č́ıselných systémech
lze využ́ıt algoritmy pro paralelńı sč́ıtáńı a on-line násobeńı a děleńı. Tyto algoritmy byly
představeny v [1, 4] a dále modifikovány v [3, 2]. V této práci zkoumáme podmı́nky na
proveditelnost těchto operaćı v závislosti na vlastnostech spektra č́ıselného systému defi-
novaného jako

XA(β) =

{
n∑

k=0

akβ
k : n ∈ N, ak ∈ A

}
.

Dále jsme implementovali algoritmus pro tzv. předzpracováńı dělitel̊u pro on-line děleńı,
který jsme poté použili na několik vybraných č́ıselných systémů s danou báźı. Konkrétně
jsme vyřešili č́ıselné systémy s báźı kvadratické Pisotovo č́ıslo, d-Bonacciho č́ıslo, Penneyho
a Eisensteinovo č́ıslo.
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Obrázek 1: Část spektra č́ıselného systému s báźı zlatý řez τ = 1+
√
5

2
a abecedou obsahuj́ıćı

pravidelný pětiúhelńık a počátek.
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Asymptotické vlastnosti statistické rigidity
v částicových systémech s balančńı vlastnost́ı
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Abstrakt. Ćılem práce je rozvinout aktuálńı teoretický aparát použ́ıvaný pro vědeckou
oblast nazývanou Vehicular Headway Modelling pojednávaj́ıćı o statistickém modelováńı
rozestup̊u vozidel v dopravńım proudu. V posledńıch letech se ukázalo, že distribuce, jež
se při modelováńı dopravńı struktury uplatňuj́ı, přináležej́ı do méně probádané distribučńı
tř́ıdy tzv. balancovaných hustot.

Za praktický ćıl této práce jsme si vytknuli prověřit, zda hypotéza o balančńım chvostu
koresponduje s trendem empirických dopravńıch hustot. Teoretickým záměrem práce bylo
formalizovat teorii balančńıch částicových systémů v podoblasti charakteristik druhého
řádu, jakými jsou statistická rigidita či kompresibilita. Pro učebnicovou variantu balančńıho
částicového systému (systém s erlangovským generátorem) bylo ćılem odvodit obecnou
závislost kompresibility na parametrech generátoru.
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Úvod do teorie kooperativńıch her: teoretická
a experimentálńı studie
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Abstrakt. Tato bakalářská práce slouž́ı jako úvod do kooperativńıch her. Speciálně se zamě-
řuje na hry s přenosnou výhrou. Jsou to takové hry, ve kterých hráči mohou tvořit koa-
lice, ve kterých hraj́ı a následnou výhru si mezi sebou rozděĺı. Tato práce prezentuje a
axiomatizuje několik řešeńı takovýchto situaćı, a prezentuje jejich použit́ı na jednoduché
hře tř́ı hráč̊u. Součást́ı této práce je analýza ekonomického experimentu, který zkoumá
vliv neúplnosti informace na vńımáni spravedlnosti. Statistická analýza prokázala, že mezi
zde zkoumanými řešeńımi nejlépe reflektuje chováńı účastńık̊u experimentu v laboratoři
Vlastńı Shapleyho hodnota. Dále bylo prokázáno, že informace o vlastńıch schopnostech
nebo individuálńı schopnosti jako takové, nemaj́ı vliv na vńımáńı spravedlnosti subjekty.
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Téma práce:

Inverse Analysis of a Stochastic PDE Using Bayes Method

Autorka práce:

Bc. Liya Gaynutdinova

Tématem práce je analýza nejistot v modelech popisovaných pomocí parciálních diferen-
ciálních rovnic. Konkrétně se práce zabývá inverzní úlohou formulovanou jako Bayesovský
odhad neznámých parametrů v úloze vedení tepla. Toto téma je pro současný vývoj nu-
merických metod velmi aktuální neboť díky stále dostupnější výpočetní kapacitě umožňuje
komplexní řešení inženýrských úloh s nejistotami.

Zpracované téma je velice náročné, neboť vyžaduje sloučení znalostí z různých odvětví
matematiky. Studentka musela zvládnout metodu konečných prvků, teorii okolo náhodných
polí a jejich rozkladů, numerický výpočet K-L rozkladu, Bayesovský přístup k inverzním úlo-
hám a Metropolisův-Hastingsův algoritmus pro finální generování snímků z aposteriorního
rozdělení.

Jádrem práce je Bayesovský přístup, popsanou metodiku lze použít k řešení široké škály
inverzních úloh. Zde je aplikována na modelový problém vedení tepla motivovaný praktickou
úlohou s měřeními pocházejícími z termokamery. Jako neznámé parametry byly zvoleny
parametry materiálu ve formě náhodného pole a parametry Dirichletovy okrajové podmínky.
Experimenty jsou vzhledem k vizuální demonstraci zvoleny vhodně. Přínosem studentky je
zejména aplikace takto rozsáhlých znalostí na vybrané problémy (což je vzhledem k rozsahu
velmi netriviální).

Snaha o sepsání takto rozsáhlé problematiky na několika stranách vedla k občasným
nepřesným formulacím a kolizím ve značení. Místy se vyskytuje dříve nedefinované značení
a na některých místech se používá velmi podobné značení rozdílných věcí (např. A (ξ) jakožto
realizace materiálového náhodného pole a A jakožto výsledná konečněprvková matice). Toto
může čtenáři neseznámenému s touto tématikou znesnadnit pochopení látky.

Celkově práci hodnotíme velmi kladně, za ocenění stojí především komplexní zpracování
moderního tématu od osvojení náročné problematiky, přes implementaci nastudovaných me-
tod až po rozsáhlé numerické experimenty.

V Ostravě dne 6. listopadu 2020
Ing. Michal Béreš
Ústav geoniky AV ČR

Ing. Simona Domesová
Ústav geoniky AV ČR
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Spoluautor: Ing. Petr Havlásek, Ph.D., Katedra mechaniky FSv, ČVUT v Praze 

Posudek práce pro Rektorysovu soutěž 2020 

Práce popisuje výsledky slabě sdruženého hygro-mechanického nelineárního materiálového modelu 

pro problém symetrického a nesymetrického smrštění betonových vzorků. Hlavním cílem práce bylo zjistit, 

zda tento přístup umožní jednoznačně identifikovat potřebné parametry modelů z experimentálních dat. 

Metoda konečných prvků sloužila pro prostorovou diskretizaci jak v úloze vedení vlhkosti tak 

i v úloze mechaniky kontinua. Viskoelastické modely se stárnutím pro smrštění a dotvarování byly 

zkalibrovány dle experimentálních dat od Bryanta [viz odkaz 3 v práci], v úloze vedení vlhkosti se 

identifikovalo 5 parametrů transportního modelu: základní difusivita C1, parametry α0, hc, n, a součinitel 

přestupu vlhkosti f. 

Výsledky analýz ukazují různé sady parametrů, které dobře postihují osové smrštění vzorků. Takto 

formulovaný systém k identifikaci obsahuje nutně málo experimentálních dat. Při doplnění o nesymetricky 

vysychající vzorky a při porovnání s křivostí vzorku se daří mnohem lépe identifikovat funkci difusivity 

(parametry C1, α0, hc, n), která dobře souhlasí i se symetricky vysychajícími vzorky. Analýzy zároveň 

ukazují citlivost výsledků na parametrech transportního modelu, resp. tvaru funkce difusivity a jejích 

oblastech. 

Práce je naspána srozumitelným slohem a věnuje se složitějšímu tématu smrštění a dotvarování 

betonu. Většina publikovaných experimentů v literatuře je nekompletních, chybí základní parametry pro 

difusivitu, ztrátu hmotnosti, nesymetrické vysýchání atd. Uvedená práce se snaží tyto chybějící parametry 

doplnit pomocí sdružené úlohy, či zjistit jejich citlivost pro klasické modely smrštění a dotvarování (model 

MPS). Význam práce je v dlouhodobém chování betonů, neboť většina testů je krátkodobých a na malých 

tělesech, zatímco smrštění a dotvarování betonu probíhá i stovky let na podstatně tlustších konstrukcích. 

Vzhledem k nelineární difusivitě je třeba k přenosu chování zkalibrovaný sdružený model. 

Hodnocení: Práce se zabývá komplexním hygro-mechanickým problémem smrštění a dotvarování 

symetricky a nesymetricky vysychajících těles. Ukazuje možnosti identifikace problému pro 5 parametrů se 

sadami dat. Závěr práce správně zdůrazňuje nutnost více kalibračních sad pro přesnější identifikaci 

parametrů. Práci doporučuji zařadit do Rektorysovy soutěže s ohledem na její praktický význam s využitím 

řešení nelineárních diferenciálních rovnic a numerické mechaniky. 

 

 

 

V Praze dne 18.11.2020 

         Doc. Ing. Vít Šmilauer, Ph.D., DSc. 

ČESKÉ VYSOKÉ UČENÍ TECHNICKÉ V PRAZE 

Fakulta stavební, Katedra mechaniky 

Thákurova 7, 166 29 Praha 6 
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Oponentský posudek pro Rektorysovu soutěž

Autor práce: Bc. Martin Jex
Název práce: Testování fázové stability vícesložkových směsí s využitím me-

tod globální optimalizace

Autor se věnuje problému fázové stability vícesložkových směsí. Problém formuluje jako
optimalizační úlohu a za pomocí metod globální optimalizace navrhuje řešení. Pokud mohu
soudit, práce je originální a postupy korektní. Student se seznámil s fyzikální podstatou
problému, optimalizačními technikami, a dále postup implementoval a aplikoval na příkla-
dech, čili jeho úsilí bylo netriviální a přínos odpovídající.

Použité techniky globální optimalizace jsou spíše ty základní, nicméně konstrukce kon-
vexního underestimátoru je velmi pěkná a fyzikální aplikace důležitá. Věřím, že vylepšením
určitých částí algoritmu a celkově jejím dotažením by práce měla vědecký přínos hodný i
publikování. Níže uvádím několik postřehů jako feedback autorovi, kdyby práci v budoucnu
ještě rozšiřoval:

• v (1) není popsáno, co je c.

• Striktně vzato, přípustná množina úlohy (1.4) není simplex, protože není uzavřená.
Podmínka

∑
i bici < 1 ostatně může činit potíže i v tom, že globální optimum nemusí

existovat. Nebo je zaručeno jiným způsobem?

• str. 9: „dokáže nalézt globální řešení“ Ano, to je pravda, i když bych dodal „. . . s danou
přesností“ .

• U funkce ac(c) není konvexita zřejmá na první pohled, protože první člen (logaritmus)
je konkávní a násobí se, myslím, kladným koeficientem.

• K výrazu (2.2) by se hodilo uvést, co je αi a c(i).

• Sekce 2.5: Takto navržené dělení simplexu je základní přístup, ale existují i jiné
varianty, které jsou často lepší (zejména, když přípustnou množinou je kvádr).

• Sekce 2.6: Fronta simplexů také nemusí být ideální datová struktura, možná prioritní
fronta podle UB resp. LB by byla lepší.

• Příklad v sekci 3.2 i jinde: jaká byla hodnota b?
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POSUDEK PRÁCE

Rozpoznávání ultrazvukových signálů pomocí konvolučních neuronových sít

(pro Rektorysovu soutěž SVK)

Autor práce: Martn Kovanda 
ČVUT, FJFI, Katedra matematky

Obor: Matematcké inženýrství
Zaměření: Aplikované matematcko-stochastcké metody
Vedoucí práce: Ing. Milan Chlada, Ph.D. 

Práce je tematcky zaměřena na v současnost velmi progresivní oblast strojového učení, konkrétně
konvoluční neuronové sítě, které nacházejí široké uplatnění v mnoha oborech. Představují
efektvní nástroj pro analýzu a rozpoznávání objemných souborů dat jako např. digitální obrazy,
pro něž byly koncipovány, či zvukové záznamy. Prvky umělé inteligence byly v minulost úspěšně
aplikovány i v oboru nedestruktvního testování materiálů a konstrukcí. Jednalo se ale především
o vrstevnaté neuronové sítě, např. pro lokalizaci nebo základní klasifkaci zdrojů praskavé akustcké
emise. Klíčovým problémem takové úlohy je volba parametrizace naměřených signálů, která
nemusí dostatečně posthovat jejich odlišnost. Využit celého signálu jakožto vstupu bylo až do
představení konvolučních neuronových sít z více důvodů nerealizovatelné. Po převedení emisního
signálu do časo-frekvenční podoby, tudíž „obrazu“, je již možné takový přístup realizovat. Spolu
s možnost moderních měřících aparatur ukládat kontnuální záznam ultrazvukových elastckých
vln v materiálech se otevírá široká škála aplikací ohledně posouzení stavu sledovaných technických
objektů. Téma práce je tedy velmi aktuální a přináší stále nové podněty a výzvy jak po teoretcké,
tak po praktcké stránce. Autor se podílel již na samotné formulaci zadání práce. S velkým zaujetm
a konstruktvně pak přistupoval k následnému řešení problematky.          

Cílem práce bylo ověřit, zda lze pomocí konvolučních neuronových sít identfkovat ultrazvukový
„projev“ repasované převodovky vrtulníku při různých způsobech zatžení, tzv. letových režimech.
Úspěch takové aplikace by předznamenal možnost využit metody pro posouzení stavu opotřebení
či poškození podobných převodových ústrojí. Pan Kovanda se velmi rychle zorientoval v teorii
strojového učení a pro potřeby implementace zvolil programové prostředí Python s knihovnou
Keras-GPU. Vytvořil veškeré kódy pro předzpracování dat, variabilní časo-frekvenční interpretaci
signálů a v neposlední řadě vygenerování a samotné učení různých architektur umělých
neuronových sít. Matematcky ověřil vzorec pro výpočet odhadu spektra signálu pro libovolné
frekvenční rozlišení a navrhl optmalizaci architektury sít genetckým algoritmem. Největší přínos
práce ale spočívá v rozsahu provedených numerických experimentů, které ukazují úspěšnost
identfkace letových režimů převodovky v závislost na použitém typu neuronové sítě, její
architektuře a různých optmalizačních metodách při učení. Nutno poznamenat, že v práci nejsou
z důvodu přehlednost uvedeny výsledky veškerých experimentů, které byly provedeny. Pan
Kovanda se rovněž stal v rámci částečného pracovního poměru členem výzkumného týmu
v Laboratoři nedestruktvního testování Ústavu termomechaniky a bude zde nadále pokračovat
v řešení problematky strojového učení pro analýzu signálů akustcké emise.

     Ing. Milan Chlada, Ph.D.
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Posudek oponenta na soutěžní práci 

studenta MI-MM FJFI ČVUT Jana Kováře 
”Matematické modelování proudění tekutin a transportu kontrastní 

látky v cévách” 

 
Předkládaná práce vznikla v rámci vývoje matematických modelů 

v biomedicínské oblasti dané spoluprací s Institutem klinické 

a experimentální medicíny v Praze a INRIA v Paříži. Cílem práce bylo 
seznámit se se základními trendy v oblasti numerického řešení 
transportních úloh mřížkovou Boltzmannovou metodou. 

 První část práce je věnována formulaci základních transportních 
úloh v dané oblasti popisujících transport ve volném reps. porézním 

prostředí. Tyto úlohy vznikají formulací odpovídajících zákonů 
zachování a použitím příslušných konstitutivních vztahů. Autor tyto 
úlohy přehledně komentuje, zmiňuje význam okrajových podmínek 

a ukazuje použití rozměrové analýzy. 

 V práci se autor seznamuje zejména s mřížkovou Boltzmannovou 
metodou. Pro její pochopení a srovnání používá též metodu sítí 

(implicitní schéma). Dále představuje varianty mřížkové Boltzmannovy 
metody a vysvětluje jejich vztah k původní transportní úloze. 

Algoritmy dané jednotlivými variantami metody jsou přehledně 
vysvětleny včetně zpracování okrajových podmínek. 

 Kapitola věnovaná numerickým výpočtům uvádí výsledky získané 

pro jednodušší transportní úlohy a jejich porovnání s řešením 
analytickým resp. s řešením metodou sítí. Tato srovnání jsou 

doprovázena určením experimentálního řádu konvergence. Závěrem jsou 
řešeny dvourozměrné transportní úlohy v nestlačitelném proudění 
mající vztah k reálně zkoumané problematice. 

 Z textu práce je patrné, že autor aktivně využil doporučené 
literatury a dalších informačních zdrojů a vlastních zkušeností 

získaných v průběhu studia. Text práce je sestaven přehledně 
a systematicky, podává dobrý základ pro použití zkoumané metody 

v dané oblasti. Úlohy výpočetně řešené v poslední kapitole jsou vždy 
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uvedeny přehlednou tabulkou nastavení. Zde bych možná uvítal 

i uvedení samotných řešených zákonů zachování. Za přínos považuji 

důkladné prověření konvergenčního vztahu mřížkové Boltzmannovy 

metody k analytickému řešení resp. numerickému řešení jinou metodou. 

Práce je psána v českém jazyce s použitím správné terminologie 

a s minimem jayzkových nepřesností. Práci považuji za cenný příspěvek 
ke znalostem dané problematiky a doporučuji ji k účasti 
v Rektorysově soutěži. 

 

 

Michal Beneš 

(katedra matematiky) 

V Praze dne 13. listopadu 2020 
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Posudek soutěžní práce Martina Ladeckého

18. listopadu 2020

Práce - článek Guaranteed Two-Sided Bounds on all Eigenvalues of Precondi-
tioned Diffusion and Elasticity Problems Solved by the Finite Element Method
autorů Ladecký, Pultarová a Zeman - je věnována předpodmiňování, speciálně
odhadu mezí spektra a i jednotlivých vlastních čísel předpodmíněných matic
soustavy lineárních rovnic.

Text má pět částí. První tři seznamují čtenáře s problémem. Hlavní část je
čtvrtá, zde jsou uvedeny nové výsledky. Pátá pak obsahuje shrnutí a některé
možnosti pro pokračování výzkumu.

První část seznamuje čtenáře s historií a současným stavem. Druhá pečlivě
popisuje oba zkoumané typy úloh. Třetí definuje uvažované typy diskretizace a
formuluje předpodmínění.

Čtvrtá, třídílná, část je stěžejní. První část řeší lokalizaci vlastních čísel pro
difuzní operátor, druhá totéž pro případ eliptického operátoru. Třetí část pak
srovnává výsledky s článkem jenž tuto práci inspiroval.

Text je napsán čtivě a přináší zajímavé výsledky.
Z hlediska ohodnocení práce jako soutěžní by bylo při prezentaci vhodné

vyjasnit podíl soutěžícího na textu.

Petr Mayer

1
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Posudek na prispevek Michala Malíka pro Rektorysovu soutěž
Název BP: Matematické modelování fázového rozhraní metodou lattice Boltzmann 
Posudek vypracoval: Ing. Aleš Wodecki 

Předložená práce se věnuje metodě fázového pole (phasefield-PF) a počítačovým simulacím s 
pomocí metody Lattice Boltzmann (LBM). První až čtvrtá kapitola má rešeršní charakter a je 
psaná srozumitelným jazykem.
Pátá kapitola je věnována numerickým experimentům a obsahuje autorův přínos komunitě. 
Nejprve autor popisuje detailně výpočet normálového vektoru na základě centrálních diferencí
a poté je prezentována použitá metodologie výpočtu chyb, kde autor zavádí experimentální 
řády konvergence, které pak používá v numerických testech. Samotných numerických 
experimentů je celkem 5. V nich je demonstrována funkčnost implementace, ale zároveň její 
nedostatky.
Nedostatky práce jsou minimální, například:

• Strana13 (3.10) není zmíněna dostatečná motivace pro volbu vztahu. Při odvození 
tohoto typu navrhuji dobře rozlišovat mezi motivací předpokladů. Je dobré, když je 
poznat, zda jde o argument heurestického typu, zda to plyne z fyzikální teorie a nebo 
jde o zjednodušující předpoklad, který nám umožní pracovat s rovnicí lépe.

• Strana19 (4.10b) Při použití aproximace navrhuji vždy komentovat, jaký má tato 
aproximace řad, případně komentovat její motivaci.

Nazávěr bych chtěl autora požádat o komentář k numerickým experimentů (kapitola 5), 
konkrétně:

• Pro první úlohu byly použity 4 regularizace. Komentujte motivaci těchto voleb a 
divergenci vs. konvergenci druhého řádu v závislosti na nastavení parametru epsilon. 

Tato práce představuje přínos pro komunitu zabývající se modelováním s pomocí metody PF, 
jelikož se zabývá relativně nestandartní aplikácí metody LBM na rovnici PF a obsahuje detailní
informace o numerických experimentech.
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Posudek soutěžní práce do Rektorysovy soutěže v roce 2020

Autor: Ing. Karolína Nedomová

Název práce: Numerická analýza vývoje teploty v betonovém kontejneru úložiště vyhořelého
jaderného paliva se zohledněním vlivu hydratačního tepla

Předložená práce se zabývá problematikou vedení tepla v betonovém kontejneru úložiště
vyhořelého jaderného paliva a jeho okolí. S ohledem na technologický postup ukládání jader-
ného odpadu jsou v práci řešeny dvě na sebe časově navazující úlohy. Nejdříve je vyhořelé
jaderné palivo uloženo do betonové zálivky v ocelovém pouzdře. Zdroj tepla v uzavřeném
ocelo-betonovém kontejneru tvoří jednak chladnoucí vyhořelé jaderné palivo a také hydra-
tační teplo v čerstvé betonové zálivce. Vedení tepla v kontejneru je popsáno nestacionární
rovnicí vedení tepla a integrální podmínkou popisující vývin hydratačního tepla v čerstvém
betonu. Soustava je doplněná odpovídajícími okrajovými (Neumann - Newton) a počáteč-
ními podmínkami. První úloha je řešena v časovém úseku délky 30 dní. Poté se předpokládá
umístění kontejneru do hlubinného uložiště. Teplotní profil a stupeň hydratace betonu po 30
dnech jsou použity jako výchozí počáteční podmínky pro druhou úlohu, kdy je do výpočetní
prostorové oblasti zahrnut i okolní horninový masiv. Numerické výsledky druhé úlohy jsou
prezentovány v časovém horizontu 100 let.

Silné stránky a přednosti předložené práce:

• velice zajímavé a vysoce aktuální téma;

• těžiště předložené práce tvoří simulace vývoje teploty v kontejneru a jeho okolí po
dobu 100 let. S ohledem na rotační symetrii úlohy, autorka práce zformulovala danou
úlohu v polárních souřadnicích, což má výrazný pozitivní vliv na zjednodušení početní
náročnosti úlohy. Numericky je úloha řešena metodou časové diskretizace a metodou
konečných prvků (vzhledem k prostorové proměnné). Za významnou přednost považuji
vytvoření vlastního výpočetního programu v jazyce PYTHON;

• práce je napsána velice pečlivě, poutavě a přehledně.

Dotaz či připomínka: Z prezentované práce vyplývá, že vývoj teploty v kontejneru s vyho-
řelým jaderným palivem a v jeho okolí hraje důležitou roli při navrhování uložiště vyhořelého
jaderného paliva. Soustava rovnic řešené počátečně okrajové úlohy ovšem obsahuje vedle ne-
známé funkce teploty také další neznámou funkci, tzv. stupeň hydratace betonu. Numerické
výsledky popisující vývoj stupně hydratace však v práci prezentovány nejsou. Uvažovaná
úloha je studována v časovém horizontu 100 let. Jak známo, při zahřívání vyzrálého betonu
dochází k dehydratačnímu procesu, který naopak teplo spotřebovává (beton “ochlazuje”). Jak
je tento jev zahrnut do prezentovaného modelu?

Předloženou práci doporučuji k ocenění v Rektorysově soutěži.

Michal Beneš
V Roztokách, dne 14. 11. 2020
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Posudek na práci  
„Supernáhodné stavy termodynamického dopravního plynu a jejich 

matematické vlastnosti,“  
autora Bc. Víta Pánka 

  
Motivace pro vznik práce: Vědecké studie prováděné v rámci zavedené vědní disciplíny VHM 

(Vehicular Headway Modelling) narazily při vyhodnocování empirických dopravních dat na několik 
neočekávaných statistických anomálií. Statistické odhadovací metody, jinak velmi účinné při predikci 
vlastností dopravní mikrostruktury, pro určitý typ dat zásadně selhávají. Aktuální výzkum se proto 
intenzívně zabývá hledáním příčin takových selhání. Ukazuje se, že problematická data vykazují, na 
rozdíl od většiny ostatních dat, statistické fluktuace, které podstatně převyšují fluktuace Poissonova 
systému. A protože Poissonův systém je souborem náhodně generovaných a vzájemně 
nekorelovaných událostí, míní se všeobecně, že fluktuace tohoto systému jsou maximální, a tudíž 
nepřekročitelné. Ve skutečnosti ovšem lze (za speciálních podmínek) zkonstruovat i systémy super-
poissonovské, tj. systémy s mírou fluktuací intenzívnější než v Poissonově systému. O nich pojednává 
posuzovaná práce.  

 
Cíl práce: Cílem práce bylo matematickými prostředky zavést klasifikaci jednodimenzionálních 

stochastických systémů bodových částic a s pomocí vhodného simulačního nástroje 
(termodynamického dopravního plynu) analyzovat, za jakých podmínek se dopravní systém ustaví 
do super-poissonovském stavu. Tyto superpoissonovské stavy bylo úkolem detekovat v empirických 
dopravních datech pořízených na evropských dálnicích a diskutovat příčiny jejich vzniku.  

 
Hodnocení: Práce dospěla k výsledkům, které jsou publikovatelné ve vysokoimpaktovaném 

periodiku. Na základě těchto výsledků aktuálně vzniká publikace „Super-random states in vehicular 
traffic – detection & explanation,“ plánovaná pro publikaci v časopise Physica A, což je u prací tohoto 
typu extrémně řídký jev. Autor musel kromě analýzy reálných dat a vlastní validované realizace 
numerického dopravního simulátoru také podrobně prozkoumat matematické vlastnosti málo známé 
distribuční třídy GIG (Generalized Inverse Gaussian Distribution). Podařilo se mu například odvodit 
kompaktní rekurentní formuli pro momenty škálované GIG-hustoty. Dalším velice zajímavým 
výsledkem autora je původní metoda stochastické detekce přitažlivých sil v dopravním proudu. Pomocí 
ní lze restaurovat implicitní rozhodovací pravidla, podle nichž se řidič pohybuje v saturovaném 
dopravním proudu. Práce má značný rozsah a podíl autora na publikovaných výsledcích je poměrně 
velký. Některé výsledky práce vznikly jako zcela samostatná iniciativa autora.  

 
                                                                                                             

__________________________________________________ 
doc. Mgr. Milan Krbálek, Ph.D. 

Katedra matematiky 
Fakulta jaderná a fyzikálně inženýrská 
České vysoké učení technické v Praze 

Trojanova 13 
120 00 Praha 2 

 
V Pardubicích dne 15. listopadu 2020.  
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Ing. Tyburec do Rektorysovy soutěže při Studentské vědecké konferenci předložil skvělou 
práci [6], která pokračuje v nejlepší tradici „České školy matematické optimalizace 
konstrukcí“ [např. 1-4, 7]. Předpokládá se, že prvky matice tuhosti jsou polynomiální funkce 
rozhodovacích proměnných, především tedy spojitých proměnných pro průměry prutů. 
Formulace problému je velmi obecná a velmi elegantní: Uvažuje zatížení konstrukce na 
několika místech, stejně tak jako váhu konstrukce jako takové. Snadno by se tedy mohla stat 
formulací učebnicovou v další generacích učebnic.  
 
Hlavní výsledek (Theorem 4) používá metody momentů při odvození asymptoticky 
konvergentní posloupnosti relaxací lineárního semidefinitního programování. To vychází jak 
z tradičních prací funkcionální analýzy (např. Kreina), tak z novějších prací (zejména Jean-
Bernarda Lasserra). Použití je komplikováno tím, že se nejedná o polynomiální optimalizační 
problém, na který by šly výsledky Lasserra aplikovat přímo, ale o nelineární semidefinitní 
problém (21b), kde aplikace metody momentů vyžaduje jisté úsilí. Výsledné použití 
lineárního semidefinitního programování je tak značně odlišné od použití v dřívějších 
pracech [např. 1-4, 7], ačkoli ty také uvažovaly problémy lineárního  semidefinitního 
programování v návrhu konstrukcí. Další teoretické výsledky jsou také elegantní, zejména 
rekonstrukce přípusných řešení (Proposition 6, Theorem 2) a certifikace optimality 
(Theorem 3). Stejnou metodou by šlo odvodit zesílení relaxací v dřívějších pracech [např. 1-
4, 7], ačkoli toto není explikováno. 
 
Práce je doplněna pěknými numerickými ilustracemi jak v Euler-Bernoulliho (klasické) teorii 
statické analýzy konstrukcí, kde Euler–Bernoulliho ohýbaný prut má i po deformaci průměr 
rovinný a kolmý ke střednici prutu, tak v pokročilejších teoriích Timošenka a MITC4 (Mixed 
Interpolation Tensorial Component). Ty ukazují jak rychlost konvergence posloupnosti 
relaxací (Section 4.4), tak velikost instancí, kde je možné výsledek uplatnit (Section 4.5). 
 
[1] W Achtziger, M Kočvara: Structural topology optimization with eigenvalues. SIAM 
Journal on Optimization, 2008. 
[2] A Ben-Tal, M Kočvara, A Nemirovski, J Zowe: Free material design via semidefinite 
programming: The multiload case with contact conditions. SIAM review 42 (4), 2000. 
[3] A Ben-Tal, F Jarre, M Kočvara, A Nemirovski, J Zowe: Optimal design of trusses under a 
nonconvex global buckling constraint. Optimization and Engineering 1 (2), 189-213, 2000. 
[4] F Jarre, M Kocvara, J Zowe: Optimal truss design by interior-point methods. SIAM Journal 
on Optimization 8 (4), 1084-1107, 1998. 
[5] M Tyburec, J Zeman, M Kružík, D Henrion: On optimum design of frame structures. arXiv 
preprint arXiv:1909.07179, 2019. 
[6] M Tyburec, J Zeman, M Kružík, D Henrion: Global optimality in minimum compliance 
topology optimization of frames and shells by moment-sum-of-squares hierarchy. arXiv 
preprint arXiv:2009.12560, 2020. 
[7] J Zowe, M Kočvara, MP Bendsøe: Free material optimization via mathematical 
programming. Mathematical programming 79 (1-3), 445-466, 1997. 
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Hodnocení sout¥ºní práce Pavly Veselé p°ihlá²ené
do Rektorysovy sout¥ºe 2020

Efektivita aritmetických algoritm·

v nestandardních £íselných soustavách

P°edloºená práce se v¥nuje pozi£ním numera£ním systém·m s algebraickou
bází ur£eným k reprezentaci reálných i komplexních £ísel. Tento zp·sob
reprezentace umoº¬uje p°esnou aritmetiku v algebraických roz²í°eních racio-
nálních £ísel.

První polovina textu p°edstavuje ucelenou re²er²i známých výsledk· o nu-
mera£ních systémech, a to jak z pohledu algebraické teorie £ísel a kombina-
toriky na slovech, tak i z pohledu topologických vlastností mnoºiny reprezen-
tovatelných £ísel. A£koliv re²er²e £erpá z r·znorodých zdroj·, které pouºívají
rozdílné de�nice základních pojm· i zna£ení a ob£as jsou zatíºeny i chybami,
je re²er²e napsaná jednotným jazykem a p°ehledn¥ tak, ºe m·ºe poslouºit
i jako u£ební text pro dal²í studenty.

Druhá polovina sout¥ºní práce jiº obsahuje samostatný výzkum Pavly
Veselé, která se zam¥°ila na vy°e²ení teoretických i algoritmických otázek
spojených s preprocessingem on-line algoritmu pro d¥lení £ísel zapsaných
v soustav¥ s komplexní nebo reálnou bází. On-line algoritmy pro d¥lení
zavedli Trivedi a Ercegovac v roce 1977, jejich roz²í°ení pro libovolnou alge-
braickou bázi jsme publikovali v roce 2019.

V na²em £lánku z·staly nedo°e²eny dv¥ otázky, které jsou obtíºené tím, ºe
v nestandardních numera£ních systémech m·ºe být i £íslo nula reprezento-
vané °et¥zcem z nenulových cifer:

1) Jak pro zvolenou soustavu najít parametr Dmin, který garantuje, ºe
v kaºdém kroku algoritmu bude aktuáln¥ uvaºována aproximace d¥litele
dostate£n¥ vzdálená od nuly?

2) Jak upravit °et¥zec reprezentující d¥litele tak, aby byl p°ipustný na
vstupu on-line algoritmu pro d¥lení?

Odpov¥di na zmín¥né dv¥ otázky byly k dispozici pouze pro (v jistém
smyslu triviální) soustavy s celo£íselnou bází a symetrickou mnoºinou cifer
a pro dva dal²í nestandardní systémy.

Pavla navrhla °e²ení, jak ur£it Dmin pro kaºdou reálnou i komplexní piso-
tovskou bázi a pro jistou podt°ídu t¥chto bází odvodila i maximální moºnou
hodnotu Dmin. Poznamenejme, ºe £ím v¥t²í je Dmin, tím rychlej²í je on-line
d¥lení.
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Pro v²echny pisotovské báze Pavla popsala metodu pro preprocessing
d¥litele. Ten je zaloºený na aplikaci kone£ného po£tu p°episovacích pravidel.
Nejedná se pouze o teoretický výsledek, Pavla Veselá sou£asn¥ implemento-
vala algoritmus, který p°episovací pravidla nalezne. Tento algoritmus spo£ívá
v systematickém prohledávání prvk· tzv. Erdösova spektra báze.

Práce Pavly Veselé p°edstavuje dopln¥ní scházejícího kamene k tomu, aby
algoritmus pro on-line d¥lení v algebrických bázích byl pln¥ funk£ní.

V Praze 6. listopadu 2020 prof. Ing. Edita Pelantová, CSc.
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Posudek práce  
„Asymptotické vlastnosti statistické rigidity v částicových systémech 

s balanční vlastností,“  
autora Bc. Daniela Wohlratha 

 
 
Motivace pro vznik práce: Vědecká disciplína VHM (Vehicular Headway Modelling), 

pojednávající o statistickém modelování rozestupů vozidel v dopravním proudu, prošla od 
doby svého vzniku (za níž se všeobecně pokládá rok 1934, kdy americký profesor 
Greenshields uskutečnil a vyhodnotil první měření dopravních dat) celou řadou slepých 
uliček. Od chybných hypotéz a prvotních pokusů o popis dopravní struktury pomocí 
učebnicových rozdělení dospěl výzkum postupem času k poznatku, že distribuce, jimiž se řídí 
statistika dopravní struktury, přináležejí do málo probádané distribuční třídy tzv. 
balancovaných hustot. Tyto hustoty poté plní roli generátorů v teorii balančních částicových 
systémů, o nichž pojednává předložená práce.  

 
Cíl práce: Cílem práce bylo rozvinout aktuální teoretický aparát používaný pro 

vědeckou oblast VHM. Práce si za svůj praktický cíl vytkla prověřit, zda hypotéza o balančním 
chvostu koresponduje s trendem empirických dopravních hustot. Teoretickým záměrem 
práce bylo formalizovat teorii balančních částicových systémů v podoblasti charakteristik 
druhého řádu, jakými jsou statistická rigidita či kompresibilita. Pro učebnicovou variantu 
balančního částicového systému (systém s erlangovským generátorem) bylo cílem odvodit 
obecnou závislost kompresibility na stupni generátoru.  
 

Hodnocení: Autor práce zkompletoval dosud neúplnou teorii balančních částicových 
systémů s nezávislými a stejně rozdělenými roztečemi a reformátoval ji do kompaktní 
podoby. Některá známá tvrzení samostatně dokázal jinými (stručnějšími a přímočařejšími) 
postupy a dokázal také řadu dalších vlastních tvrzení. Testováním balančních chvostů 
empirických distribucí regresními metodami prokázal příslušnost těchto distribucí do třídy 
balancovaných hustot. Podrobně se také zabýval vlastnostmi charakteristik druhého řádu.  

Autor postupoval při přípravě práce systematicky, pečlivě a velice samostatně, což se 
nakonec promítlo do velice kvalitní podoby výsledného textu, v němž je obsaženo i několik 
původních vzorců, které nebyly před zahájením prezentovaného výzkumu známy. Troufám si 
tvrdit, že některé části textu této práce mohou dobře posloužit i jako učební text pro vybrané 
partie statistiky částicových systémů. 
 
 
                                                                                                                        

__________________________________________________ 
doc. Mgr. Milan Krbálek, Ph.D. 

Katedra matematiky 
Fakulta jaderná a fyzikálně inženýrská 
České vysoké učení technické v Praze 

Trojanova 13 
120 00 Praha 2 

 
V Pardubicích dne 16. listopadu 2020.  
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Dominika Zogatová

Úvod do teorie kooperativních her:
teoretická a experimentální studie

(Posudek vedoucího bakaláøské práce)

Hodnocení

Pøedlo¾ená bakaláøská práce sestává ze dvou èástí. První, teoretickou, èást, Dominika
otvírá de�nicí kooperativní hry s pøenosnou výhrou a uvádí nìkolik jejich standardních
øe¹ení. U jednotlivých øe¹ení dále ukazuje, na jakých axiomech jsou postaveny, v pøípadì
Shapleyho hodnoty pøedkládá hned nìkolik mo¾ných axiomatizací. Pøi prezentaci Sha-
pleyho axiomatizace Dominika prezentuje jak pùvodní, historický Shapleyho dùkaz, tak
pozdìj¹í, elegantnìj¹í dùkaz zalo¾ený na Harsanyiho dividendách. Celá tato èást má velmi
solidní formální úroveò a Dominika zde prokazuje, ¾e je schopna reprodukovat matema-
tické dùkazy korektnì a s pochopením. Práce je cenná v tom, ¾e je (dle mého názoru)
prvním ucelenìj¹ím pøehledem teorie kooperativních her v èeském jazyce. V tomto smyslu
se musela Dominika vypoøádat i se zavedením pùvodní èeské terminologie. I tento úkol
zvládla, dle mého názoru, na velmi solidní úrovni.

Druhá èást práce pak vychází z experimentu, který byl proveden na Radbound Uni-
versiteit v Nijmegenu. Jedná se o pùvodní data, která nebyla doposud vytì¾ena. Úkolem
Dominiky zde bylo pøedvést základní statistické parametry chování jedincù v daném ex-
perimentu a porovnat je s rùznými teoretickými koncepty, které byly uvedeny v první
èásti. Otázka, kterou si tento experiment pokládá je pomìrnì pøímoèará - jak rozdìlují
lidé výdìlek, mají-li pouze èásteèné informace. Co je v takovém pøípadì þspravedlivéÿ?
Jak vnímají spravedlnost þsoudciÿ, tedy ti, kdo výdìlek reálnì rozdìlují a jak je naopak
spravedlnost chápána hráèi, tedy tìmi, kdo se v dané situaci pøímo nachází a jejich¾ zisk
je þrozdìlovánÿ? Z matematického hlediska se tedy jedná o porovnávání rùzných þtypùÿ
úèastníkù experimentu pomocí neparametrických testù. V této èásti prokazuje Dominika
velmi solidní znalost statistických metod i schopnost tyto metody správnì aplikovat.

První výsledky analýzy dat nejsou pøekvapivé. Data naznaèují, ¾e neexistuje jediný
standard distributivní spravedlnosti - naopak vidíme, ¾e chování soudcù i hráèù nesplòuje
pøedpoklady normálního rozdìlení. Populace experimentálních subjektù je tak nejspí¹e
konglomerátem, v nìm¾ mají rùzní lidé rùzné pøedstavy o tom, co je þspravedlivéÿ. V ta-
kové situaci je tedy pøirozené, ¾e se Dominika sna¾ila rozli¹it jednotlivé þtypyÿ subjektù
a nìjak blí¾e je charakterizovat.

Tato èást práce je úspì¹ná jen z èásti. Ukazuje se, ¾e hráèi volí více rovnostáøské
(egalitáøské) rozdìlení ne¾ soudci, podobnì ¾eny jsou více egalitáøské ne¾ mu¾i. Obì tato
pozorování jsou v souladu s dosavadní literaturou, zejména fakt, ¾e ¾eny mají vìt¹í odpor
k nerovnostem ne¾ mu¾i, je popsán v mnoha experimentech (v této èásti by práci obohatilo
rozsáhlej¹í uvedení jejich výsledkù do kontextu literatury posledních let). Vý¹e uvedené
rozdíly ale nejsou statisticky signi�kantní. v tomto smyslu je tedy tøeba uva¾ovat o novém
experimentu, který by daná pozorování potvrdil èi vyvrátil.
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Dal¹í otevøenou otázkou je teorie, ¾e v datech vidíme heterogenní populaci slo¾enou
z rùzných þtypùÿ. Nìco takového bychom mohli tvrdit jen v pøípadì, ¾e bychom byli
schopni najít nìjakou konzistenci v chování hráèù mezi rùznými typy úloh. Z tohoto dù-
vodu zavádí Dominika jistou charakteristiku jednotlivého hráèe (popisuje ho parametrem
α). Bohu¾el se zdá, ¾e tento parametr necharakterizuje hráèe ve smyslu, ¾e by pomohl
pøedpovìdìt jeho chování mimo zkoumaný vzorek. Otázka, zdali existuje jiný parametr,
který by lépe charakterizoval hráèe, je otevøená. Nemù¾eme vylouèit, ¾e soudci nemají
zøetelné, individuální preference ve smyslu toho, co je þspravedlivéÿ. Je mo¾né, ¾e soudce
má jistou distribuci norem spravedlnosti, a z této distribuce vybírá náhodnì jednu, kterou
v dané experimentální otázce referuje. I v tomto kontextu je tøeba uva¾ovat o novém expe-
rimentu, který by dokázal hypotézu þ�xníchÿ individuálních preferencí pro spravedlnost
potvrdit èi vyvrátit.

Závìr

Ve své bakaláøské práci Dominika Zogatová prokazuje, ¾e si za tøi roky studia FJFI osvojila
základy matematického modelování. Je schopna reprodukovat standardní modely tak, jak
jsou formulovány v literatuøe posledních let a tyto modely aplikovat na reálnou situaci
a testovat plausibilitu daných modelù. Z experimentálních dat vytì¾ila nìkolik zásad-
ních poznatkù. Dále, a to pova¾uji za je¹tì dùle¾itìj¹í, analýzou dat dospìla k dal¹ím,
výjimeènì zajímavým otázkám. Bylo by velmi potì¹ující, kdyby se Dominice podaøilo
uskuteènit experiment, který by vnesl svìtlo do tìchto otázek. Pova¾oval bych za velmi
smysluplné, aby se danou problematikou zabývala i nadále, a to i s výhledem k diplomové
práci. Tematika, kterou Dominika ve své práci studuje, má solidní potenciál pro uveøej-
nìní v kvalitním mezinárodním èasopise na poli matematické teorie her èi aplikovaného
operaèního výzkumu. Její dosavadní práci, kterou shrnuje pøedlo¾ená bakaláøská práci
pak hodnotím jako þvýbornouÿ, tedy písmenem A.

Ing. René Levínský, Ph.D.
Národohospodáøský ústav Av ÈR
Politických vìzòù 7
111 21 Praha 1
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