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Matematické modelováńı prouděńı krve v cévách

Jan Bureš

∗Katedra matematiky FJFI ČVUT, buresj11@fjfi.cvut.cz

Abstrakt. Tato práce se zabývá matematickým modelováńım prouděńı nestlačitelné new-
tonovské tekutiny se zaměřeńım na modelováńı prouděńı krve v cévách. Hlavńım ćılem je
implementace metody integrace tenzoru napět́ı pro výpočet śıly ve dvourozměrném mo-
delu a implementace r̊uzných okrajových podmı́nek pro tělesa se zakřivenou hranićı. Jsou
představeny matematické modely prouděńı nestlačitelné newtonovské a nenewtonovské te-
kutiny vhodné pro modelováńı prouděńı krve. K řešeńı matematického modelu je zvolena
mř́ıžková Boltzmannova metoda, která je stručně popsána. Praktická část demonstruje
výsledky numerických simulaćı prováděných na testovaćı úloze, které jsou porovnány s
referenčńımi hodnotami dostupnými z literatury. Dále je demonstrován implementovaný
modul slouž́ıćı k diskretizaci křivek a následnému generováńı r̊uzných geometríı. Imple-
mentace metody integrace tenzoru napět́ı a okrajových podmı́nek byla úspěšná, źıskané
výsledky odpov́ıdaj́ı referenčńım hodnotám.
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Systémy iterovaných funkćı a jejich invariantńı
množiny

Michaela Diasová∗

∗Fakulta jaderná a fyzikálně inženýrská, ČVUT v Praze, diasomic@fjfi.cvut.cz

Abstrakt. Tato práce se zabývá systémy iterovaných funkćı (IFS), jejich invariantńımi
množinami a chaotickým algoritmem, který slouž́ı k jejich zobrazováńı. Aby bylo možné
tyto množiny zkoumat, jsou zde definovány induktivńı, Hausdorffova, podobnostńı a mř́ıžková
dimenze a jsou dokázány některé nerovnosti plat́ıćı mezi nimi. Následně jsou zkoumány
změny v invariantńıch množinách, které jsou zp̊usobeny rekurentńımi IFS. V závěrečné
části je představena aproximace mř́ıžkové dimenze pro některé z těchto množin.
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Vliv okrajových podmı́nek v metodě SPH

Tomáš Halada∗

∗Ústav technické matematiky, Fakulta Strojńı, ČVUT v Praze, tomas.halada@fs.cvut.cz

Abstrakt. Rozv́ıjeným tématem je vliv realizace okrajových podmı́nek v bezśıt’ové částicové
metodě Smoothed Particle Hydrodynamcis (SPH) s ohledem na problémy prouděńı s volnou
hladinou. Práce vycháźı z tř́ırozměrných simulaćı na komplexńıch geometríıch výtokových
objekt̊u čerpaćıch a turb́ınových stanic řešených pomoćı metody SPH. Problémy spojené
s realizaćı okrajových podmı́nek motivovaly studium provedeńı pevných stěn i vstup̊u a
výstup̊u. Na několika testovaćıch př́ıkladech je zkoumán vliv pokročilých realizaćı okra-
jových podmı́nek pro pevné stěny a vstupy a výstupy při zohledněńı vlivu volné hladiny.
Mimo to je rozeb́ırána alternativńı formulace SPH metody založena na částečně Lagran-
geovské a částečně Eulerovské formulaci (ALE-SPH), odstraňuj́ıćı některé z nedostatk̊u
klasické varianty SPH metody.
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Development and Application of Solver for
Non-isothermal Heterogeneously Catalyzed

Reactive Flow

Tomáš Hlavatý∗

∗Department of Technical Mathematics, Faculty of Mechanical Engineering CTU,
Technická 4, Prague 6, Dejvice, 160 00, hlavaty@it.cas.cz

Abstract. An increasing number of vehicles and higher interest in ecology lead to tighte-
ning of laws on automotive exhaust gas aftertreatment, and to fulfill the new legislation,
currently used cleanup devices (CD) need to be optimized. In the present work, we aim
to provide a computational framework to study the dependence of the CD characteristics,
i.e. the pressure loss and the conversion of gaseous pollutants, on its local properties like
pore structure or catalyst distribution. Previously, we built an isothermal computational
fluid dynamics (CFD) model of the flow and conversion of gaseous pollutants inside the
CD. However, the reactions occurring inside the CD are exothermic and the assumption of
constant temperature proved to be too restricting for real-life applications of the develo-
ped isothermal CFD model. Thus, in this work, we extend the framework by the enthalpy
balance, which requires combining all the transport equations (mass, momentum and en-
thalpy) in a single solver, the development of which is the main contribution of the present
work. The new and more general solver provides results in good agreement with a well
established (1+1)D channel model calibrated on experimental data and it allows studying
more complex device-scale geometries of laboratory CD samples.
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Matematické modelováńı prouděńı a obtékáńı
překážek pomoćı mř́ıžkové Boltzmannovy metody

Dominik Horák∗

∗Katedra matematiky FJFI ČVUT, horakdo1@fjfi.cvut.cz

Abstrakt. Tato práce se zabývá matematickým modelováńım prouděńı nestlačitelné new-
tonovské tekutiny a studiem obtékáńı pevných překážek. Hlavńım ćılem této práce je imple-
mentace výpočtu śıly metodou výměny hybnosti pro 2D a 3D model. Chováńı výpočtu śıly
je ověřeno na úloze s referenčńımi výsledky publikovanými v literatuře. V teoretické části je
představen matematický model prouděńı nestlačitelné newtonovské tekutiny spolu se shr-
nut́ım základńıch aerodynamických pojmů. Ve druhé části se čtenář seznámı́ s mř́ıžkovou
Boltzmannovou metodou (LBM) a posledńı část je věnována diskuzi aplikace LBM s im-
plementovaným výpočtem śıly na vhodně zvolenou testovaćı úlohu. Implementace metody
výměny hybnosti do LBM kódu byla úspěšná v obou modelech a obdržené výsledky od-
pov́ıdaj́ı referenčńım výsledk̊um v literatuře.

Poděkováńı. Chtěl bych zde poděkovat předevš́ım svému školiteli doc. Ing. Radku Fuč́ıkovi,
Ph.D. za ochotu, vstř́ıcnost, neskutečnou pečlivost, trpělivost, zázemı́ a v neposledńı řadě
také za neocenitelné rady při tvorbě této práce.
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[2] Zou, Q., Hou, S., Chen, S. a Doolen, G. D., A improved incompressible lattice Bolt-
zmann model for time-independent flows, Vol. 81, Journal of Statistical Physics, 1995.

[3] Guo, Z. a Shu, C., Lattice Boltzmann method and its application in engineering, in
Sv. 3. World Scientific, 2013.

[4] Katz, J., Race car aerodynamics: designing for speed. R. Bentley, 1993.

[5] Schäfer, M., Turek, S., Durst, F., Krause, E. a Rannacher, R., Benchmark compu-
tations of laminar flow around a cylinder, in Flow simulation with high-performance
computers II, Springer, 1996.
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Matematické modelováńı transportu a přestupu
kontrastńı látky v problematice perfuze myokardu

Lenka Horvátová∗

∗Katedra matematiky FJFI ČVUT, horvalen@fjfi.cvut.cz

Abstrakt. Tato práce se zabývá matematickým modelováńım situaćı vznikaj́ıćıch při per-
fuzi myokardu pomoćı vpuštěńı kontrastńı látky. Popis transportu a přestupu kontrastńı
látky z cévy do mimocévńıho prostřed́ı je rozdělen do dvou úloh. Nejdř́ıve je céva uvažována
jako bod a mimocévńı prostřed́ı představuje jednorozměrnou oblast, a poté se zaměř́ıme na
jednorozměrnou cévu a dvourozměrné mimocévńı prostřed́ı. Pro tento matematický mo-
del uvažujeme nestlačitelnou newtonovskou tekutinu, na kterou nep̊usob́ı žádné vněǰśı śıly.
Mimocévńı prostřed́ı uvažujeme porézńı a rigidńı. Hlavńım ćılem této práce je řešeńı úlohy
transportu a přestupu kontrastńı látky v jednorozměrné a dvourozměrné oblasti za použit́ı
metody konečných diferenćı. Přestup kontrastńı látky z cévy do mimocévńıho prostřed́ı a
naopak bude modelován pomoćı metody vnořené hranice.

Poděkováńı. Chtěla bych zde poděkovat předevš́ım svému školiteli doc. Ing. Radku Fuč́ıkovi,
Ph.D. za pečlivost, ochotu, vstř́ıcnost, cenné rady a odborné i lidské zázemı́ při vedeńı mé
práce.
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Properties of generalised Cantor base systems

Kataŕına Studeničová∗

∗Katedra matematiky FJFI ČVUT, studekat@fjfi.cvut.cz

Abstrakt. Studujeme nedávno definované pozičńı numeračńı systémy, takzvané systémy
se zobecněnou Cantorovou báźı. Tyto systémy zahrnuj́ı známé Cantorovy rozvoje reálných
č́ısel (když je báźı posloupnost přirozených č́ısel) a taktéž Rényiho rozvoje v bázi beta (když
je báźı konstantńı posloupnost). Speciálně zkoumáme př́ıpad systémů s alternuj́ıćı báźı,
tedy systémů s báźı, která je čistě periodická. Zkoumáme analogii dvou d̊uležitých výsledk̊u
známých pro Rényiho rozvoje, konkrétně Parryho větu o reprezentaćıch 1 a Schmidtovu
větu o periodicitě beta rozvoj̊u.
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Dynamika š́ı̌reńı signálu v excitovatelném prostřed́ı

Dominik Žurek∗

∗Katedra matematiky FJFI ČVUT, zurekdom@fjfi.cvut.cz

Abstrakt. Matematické modely v elektrokardiologii jsou nástrojem, který by v budoucnu
mohl sńıžit velké množstv́ı obět́ı kardiovaskulárńıch onemocněńı. V práci je uveden stručný
přehled fyziologie srdce s d̊urazem na elektrofyziologii. Jsou představeny modely popisuj́ıćı
akčńı potenciál, mezi které patř́ı Hodgkin̊uv–Huxleyho a FitzHugh̊uv–Nagumův model. Ve
třet́ı kapitole je nalezeno analytické řešeńı lineárńı difuzńı rovnice a slabé řešeńı nelineárńı
úlohy. V posledńı části jsou provedeny numerické výpočty rovnice vedeńı tepla v jedné
a dvou dimenźıch, Allenovy–Cahnovy rovnice a FitzHughova-Nagumova modelu pomoćı
metody konečných diferenćı.

Literatura:

[1] Colli Franzone, Piero and Pavarino, Luca Franco a Scacchi, Simone: Mathematical
Cardiac Electrophysiology. Springer International Publishing, 2014.

[2] Kogan, Boris Ja.: Introduction to Computational Cardiology. Springer US, 2010.

[3] Smoller, J.: Shock waves and reaction-diffusion equations. Springer, 1994.

[4] Tichonov, Andrej Nikolajevič a Samarskij, Aleksandr Andrejevič: Rovnice matema-
tické fysiky. Nakladatelstv́ı Československé akademie věd, 1955.
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ČESKÉ VYSOKÉ UČENÍ TECHNICKÉ V PRAZE
FAKULTA JADERNÁ A FYZIKÁLNĚ INŽENÝRSKÁ
KATEDRA MATEMATIKY

doc. Ing. Radek Fučík, Ph.D.
Trojanova 13, 12000, Praha 2

Posudek na soutěžní práci Rektorysovy soutěže 2022 studenta FJFI ČVUT v Praze

Bc. Jana Bureše

Matematické modelování proudění krve v cévách

Shrnutí obsahu práce

Předložená soutěžní práce se zabývá matematickým modelováním proudění v cévách pomocí
mřížkové Boltzmannovy metody (LBM). V širším pohledu je toto téma motivováno zkoumáním
použitelnosti LBM v matematickém modelování úloh proudění v cévách s ohledem na proble-
matiku paliativních napojení systémových žil do plicní cirkulace ve spolupráci s nemocnicemi
IKEM v Praze (doc. Ing. Jaroslav Tintěra, CSc.) a University of Texas Southwestern Medical
Center v Dallasu (MUDr. Mgr. Radomír Chabiniok, Ph.D.).

Mezi cíle práce patřilo: a) seznámení se s danou problematikou, b) studium a sestavení
matematického modelu proudění krve v cévách, c) seznámení se s možnostmi využití metody
LBM pro řešení dané úlohy, d) nastudování implementace LBM na GPU a provedení potřeb-
ných modifikací stávajícího kódu LBM vyvíjeného na KM FJFI ČVUT v Praze pro simulaci
dvourozměrného proudění newtonovské tekutiny.

Práce je přehledně rozdělena do tří kapitol dobře pokrývajících výše zmíněná témata a
jednotlivé cíle. V první kapitole je shrnut matematický model proudění tekutin, definovány zá-
kladní pojmy, popsány nenewtonovské modely krve pro případné budoucí použití a formulovány
základní předpoklady matematického modelu použitého v práci. Ve druhé kapitole je přehledně
shrnuta numerická metoda LBM, popsána metoda integrace tenzoru napětí pro výpočet silo-
vého působení tekutiny na obtékané těleso, rozbrány počáteční a okrajové podmínky a popsán
způsob diskretizace lagrangeovsky popsané hranice v rámci eulerovské výpočetní mřížky LBM,
a to včetně poznámek k implementaci. Ve třetí kapitole je pak na zvolených testovacích úlohách
prozkoumána správnost a věrohodnost numerické metody pro různé nastavení časové a prosto-
rové diskretizace a analyzováno rozložení silového působení v oblasti reprezentující aortální
stenózu.

Dosažené výsledky

V práci se studentovi povedlo dosáhnout celé řady původních výsledků, z nichž mezi nejvý-
znamnější patří:

1. seznámení se s problematikou matematického modelování proudění krve v cévách,

2. seznámení se s metodou LBM a studium pokročilých okrajových podmínek pro LBM,
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3. seznámení se s implementací LBM na GPU v rámci kódu vyvíjeného na KM ČVUT v
Praze, implementace pokročilých okrajových podmínek a modifikace tohoto kódu pro
účely výpočtu silového působení metodou integrace tenzoru napětí,

4. návrh a implementace pomocného kódu pro práci s křivkami a jejich použití k reprezentaci
hranice tělesa nebo cévy ve výpočetní mřížce,

5. provedení velkého množství simulací na GPU zkoumajících vliv časoprostorové diskre-
tizace, použité přesnosti, různých typů okrajových podmínek LBM a různých způsobů
výpočtu aproximace tenzoru napětí.

V Praze dne 19. října 2022

doc. Ing. Radek Fučík, Ph.D.
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Posudek školitele na práci 

Matematické metody fraktální geometrie 
studentka 3. ročníku NMS MI Bc. Michaela Diasová 

 
 Předkládaná práce vznikla v rámci výzkumu nelineární dynamiky 

a její geometrické analýzy. Cílem práce bylo zkoumání geometricky 

složitých množin daných iteračními soubory funkcí. 

Úvodem studentka zmiňuje příklady takových množin v souvislosti 

s kontextem práce věnované využití souborů iterovaných funkcí. 

Vlastnostem těchto souborů, také v rámci Hausdorffova nadprostoru, 

možnostem podrobného nastavení iteračního procesu v tzv. chaotickém 

akgoritmu a stavu soudobého poznání je věnována druhá kapitola. 

Třetí kapitola zkoumá popis invariantních množin pocházejících 

ze souborů iterovaných fukncí pomocí topologické, Hausdorffovy, 

podobnostní a mřížkové dimenze. Jsou zde uvedeny možnosti výpočtu 

těchto dimenzí a jejich vzájemná srovnání. 

Poslední kapitola uvádí vlastnosti algoritmické aproximace 

invariantních množin pomocí chaotického algoritmu, přehled 

jednotlivých výsledků a nalezení aproximace mřížkové dimenze pro tyto 

množiny. 

 Na daném tématice pracovala studentka pravidelně, do značné míry 

samostatně a s jasným odborným cílem, aktivně využila doporučené 

literatury a dalších informačních zdrojů a vlastních zkušeností 

získaných v průběhu studia. Pečlivě shromáždila teoretické výsledky 

z různých matematických oblastí a v případech uvedených výše s nimi 

aktivně pracovala. Příkladem jsou vlastnosti Hausdorffových 

nadprostorů a výpočet Hausdorffovy dimenze pomocí dimenze podobnostní 

v případech vymezených příslušnými tvrzeními. 

 Studentka v práci dosáhla zajímavých a hodnotných vlastních 

výsledků. Z nich zmiňuji jako příklad algoritmickou aproximaci 

invariantních množin, odhad jejich mřížkové dimenze a podklady pro 

integraci na fraktálních množinách. Práci považuji za velmi 

perspektivní a plně ji doporučuji do Rektorysovy soutěže ČVUT. 

V Praze dne 31. října 2022 

 

Michal Beneš 
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Posudek
na práci ing. Tomáše Halady

Vliv okrajových podmínek v metodě SPH
Okrajové podmínky v metodě SPH jsou jsou jeden z nejdůležitějších a

stále otevřených problémů této metody. Podle mezinárodní organizace SPHERIC
se jedná o jedno z pěti nejdůležitějších témat spojených s SPH. Vlastní inspiraci
pro tuto práci byla autorovi jeho práce na simulacích trojrozměrného proudění s
volnou hladinou vtokových objektů čerpacích stanic (různě tvarované přepady
a jezy),  které prováděl  ve spolupráci  s  Centrem hydraulického výzkumu, ve
kterých  se  mnohdy  standardní  implementace  okrajových  podmínek  ukázaly
jako nevhodné.

Diplomová  práce,  kromě  na  úrovni  učebnice  psaného  úvodu  do  SPH
metody,  obsahuje dvě stěžejní  části.  V první  najdeme odvození  a vlastnosti
nejmodernějších  formulací  okrajových  podmínek  (OP)  pro  realizaci  vstupu,
výstupu  a  stěny.  Autor  všechny  okrajové  podmínky  otestoval  na  pečlivě
zvolených  příkladech  s  cílem dokumentovat  jejich  vhodnost  pro  různé  typy
výpočtů. Takovéto srovnání, zejména v případě nejnovějších OP nebylo dosud
realizováno  a  publikováno.  Ve  svém  zkoumání  se  zaměřil  zejména  na
nefyzikální, parazitivní pohyb částic způsobených vlivem stěny a volné hladiny.
Vše je pečlivě promyšleno a dokumentováno. 

V další části je odvozeno a otestováno nové schéma vycházející z ALE
SPH  formulace  a  založené  na   přibližném  řešení  Riemannova  problému.
Schéma, vytvořené podle návrhu autora, vykazuje  výrazně lepší vlastnosti než
standardní formulace.

Dále nutné ocenit, že autor veškeré testovací práce uskutečnil na vlastní,
pečlivě otestované,  implementaci SPH metody pro GPU. 

Veškerá zde obsažená práce je prací a myšlenkou autora. Práce vznikla
díky  jeho  snaze  hlouběji  porozumět  fungování  SPH  metody,  jeho  snaze
definovat a, alespoň částečně, odstranit problémy zde vznikající. Vedoucí práce
měl zde za úkol ořezávat občas příliš rozkošatělou práci a směřovat autora k
nějakému ucelenému tvaru. Ovšem již teď se některé uříznuté větve ukazují
jako životaschopné.

Získané výsledky byly sdíleny s vývojáři DualSPHysics a část z nich byla
prezentována na mezinárodní konferenci ESCO 2022, kde byl příspěvek oceněn
jako nejlepší  studentská práce (v kategorii doktorandů, byť se jedná o výsledky
diplomové práce)  a  zaslán k  publikaci  do  impaktovaného časopisu.  Dále  je
potřeba ocenit preciznost a velkou čtivost textu, která nebývá u matematických
prací obvyklá.

Asi největším štěstím a zadostiučiněním pro každého vedoucího práce je,
pokud inspirace přichází od studenta. A to zde jistě bylo.  

Doc. Ing. Luděk Beneš, Ph.D.
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Posudek školitele k příspěvku 

 Development and Application of Solver for Non-isothermal 

Heterogeneously Catalyzed Reactive Flow 

Autor práce: Ing. Tomáš Hlavatý 

Školitel: prof. Ing. Petr Kočí, Ph.D., VŠCHT Praha 

 

Příspěvek Ing. Tomáše Hlavatého navazuje na jeho diplomovou práci úspěšně obhájenou letos 

v létě. Věnuje se vývoji numerického CFD řešiče pro 3D neizotermní proudění plynu v doméně 

s prakticky libovolnou geometrií, kombinovaného s difúzí, chemickou reakcí, která probíhá s 

nelineární kinetikou na pevném porézním katalyzátoru. Reakce je zdrojem složek plynu, 

vyvolává koncentrační gradienty vedoucí k difúznímu toku a ovlivňuje i rozložení teplot 

v systému díky reakční entalpii. Jedná se tedy o poměrně složitou problematiku, kombinující 

několik fyzikálních a chemických jevů. 

Ing. Tomáš Hlavatý vyvíjel a programoval řešič v prostředí OpenFOAM zcela samostatně. Školitel 

poskytoval pouze zpětnou vazbu ohledně kvantifikace jednotlivých dějů a poskytl pro srovnání 

zjednodušený 1D model kanálků katalytického monolitického reaktoru pro konverzi výfukových 

plynů. Vnitřní struktura vyvinutého řešiče a zvolené iterační schéma propojující řešení toku, 

reakce s difúzí a transport tepla jsou samostatným tvůrčím dílem studenta. 

Po ověření byl řešič použit na simulace vlivu vzorkovací kapiláry pokročilého analyzátoru 

SpaciMS zasunuté do vybraného kanálku reaktoru. Vzorkovací kapilára ovlivňuje tok kanálkem, a 

tedy i měřenou konverzi. Podařilo se kvantifikovat odchylku měřené a střední hodnoty 

koncentrace CO v kanálku v závislosti na konfiguraci kapiláry, což představuje významný 

aplikační výsledek umožňující zpřesnění prováděných experimentů. Související vědecká 

publikace v impaktovaném časopise je v přípravě. 

Na základě výše uvedených skutečností plně doporučuji příspěvek Ing. Tomáše Hlavatého do 

soutěže o Rektorysovu cenu. 

 

V Praze, 3. 11. 2022  

Prof. Ing. Petr Kočí, Ph.D. 
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ČESKÉ VYSOKÉ UČENÍ TECHNICKÉ V PRAZE
FAKULTA JADERNÁ A FYZIKÁLNĚ INŽENÝRSKÁ
KATEDRA MATEMATIKY

doc. Ing. Radek Fučík, Ph.D.
Trojanova 13, 12000, Praha 2

Posudek na soutěžní práci Rektorysovy soutěže 2022 studenta FJFI ČVUT v Praze

Bc. Dominika Horáka

Matematické modelování proudění a obtékání překážek
pomocí mřížkové Boltzmannovy metody

Shrnutí obsahu práce

Předložená soutěžní práce se zabývá matematickým modelováním proudění a obtékání překá-
žek pomocí mřížkové Boltzmannovy metody (LBM). V širším pohledu je toto téma motivo-
váno zkoumáním použitelnosti LBM v matematickém modelování úloh subsonického proudění
a transportu v motorsportu ve spolupráci s Ing. Petrem Furmánkem Ph.D., který v současnosti
působí v týmu Scuderia AlphaTauri S.p.A.

Mezi cíle práce patřilo: a) studium matematického modelování proudění tekutin, b) sesta-
vení matematického modelu izotermálního subsonického proudění a formulace úlohy pro případ
dvourozměrné prostorové aproximace, c) seznámení se s LBM pro řešení dané úlohy, d) nastu-
dování implementace LBM na GPU a provedení potřebných modifikací stávajícího kódu LBM
vyvíjeného na KM FJFI ČVUT v Praze a konečně e) otestování implementace LBM na vhodně
zvolené testovací úloze.

Práce je přehledně rozdělena do tří kapitol dobře pokrývajících výše zmíněná témata a
jednotlivé cíle. V první kapitole je shrnut matematický model proudění tekutin, definovány
základní pojmy a formulovány úlohy ve 2D a 3D. Ve druhé kapitole je přehledně shrnuta
numerická metoda LBM a popsána metoda výměny hybnosti pro výpočet silového působení
tekutiny na obtékané těleso, a to včetně její implementace. Ve třetí kapitole je pak na zvolené
testovací úloze ve 2D a 3D prozkoumána správnost a věrohodnost numerické metody pro různé
nastavení časové a prostorové diskretizace.

Dosažené výsledky

V práci se studentovi povedlo dosáhnout celé řady užitečných výsledků, z nichž mezi nejvý-
znamnější patří:

1. seznámení se s netriviální problematikou subsonického turbulentního proudění vazkých
tekutin,

2. seznámení se s metodou LBM a studium pokročilých okrajových podmínek pro LBM,

3. seznámení se s implementací LBM na GPU ve 2D a 3D v rámci kódu vyvíjeného na KM
ČVUT v Praze, implementace pokročilých okrajových podmínek a modifikace tohoto
kódu pro účely řešení testovacích úloh v rámci předložené práce,
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4. provedení velkého množství simulací na GPU zkoumajících vliv časoprostorové diskreti-
zace, použité přesnosti a různých typů okrajových podmínek LBM na hodnoty odporového
a vztlakového koeficientu.

V Praze dne 19. října 2022

doc. Ing. Radek Fučík, Ph.D.
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ČESKÉ VYSOKÉ UČENÍ TECHNICKÉ V PRAZE
FAKULTA JADERNÁ A FYZIKÁLNĚ INŽENÝRSKÁ
KATEDRA MATEMATIKY

doc. Ing. Radek Fučík, Ph.D.
Trojanova 13, 12000, Praha 2

Posudek na soutěžní práci Rektorysovy soutěže 2022 studentky FJFI ČVUT v Praze

Bc. Lenky Horvátové

Matematické modelování transportu a přestupu
kontrastní látky v problematice perfuze myokardu

Shrnutí obsahu práce

Předložená soutěžní práce se zabývá matematickým modelováním transportu kontrastní látky
(KL) v proudící tekutině s aplikací v matematickém modelování perfuze myokardu. Toto téma
patří k intenzivně studované problematice ve spolupráci s nemocnicemi IKEM v Praze (doc.
Ing. Jaroslav Tintěra, CSc.) a University of Texas Southwestern Medical Center v Dallasu
(MUDr. Mgr. Radomír Chabiniok, Ph.D.).

Mezi cíle práce patřilo: a) seznámení se s matematickým modelováním transportu a přestupu
KL v problematice perfuze myokardu, b) návrh a formulace zjednodušeného modelu transportu
a přestupu KL mezi intra– a extravaskulárním prostředím, c) studium a návrh vhodné nume-
rické metody pro řešení dané úlohy a konečně d) implementace numerického schématu.

Práce je přehledně rozdělena do tří kapitol dobře pokrývajících výše zmíněná témata a
jednotlivé cíle. V první kapitole je shrnut matematický model a popsána koncepce modelování
přestupu KL mezi lagrangeovským a eulerovským popisem reprezentujících po řadě intra– a
extravaskulární prostředí. Ve druhé kapitole jsou popsána numerická schémata v 1D a 2D
založená na metodě konečných diferencí a popsán způsob spojité aproximace Diracovy delta
funkce. Ve třetí kapitole se podařilo numerické schéma otestovat jak v 1D, tak ve 2D a prokázat
funkčnost uvažovaného modelu.

Dosažené výsledky

V práci se studentce povedlo dosáhnout celé řady původních výsledků, z nichž mezi nejvýznam-
nější patří:

1. konstrukce matematického modelu transportu a přestupu KL mezi lagrangeovským a
eulerovským popisem,

2. návrh a implementace numerického schématu pro řešení matematického modelu v 1D a
2D,

3. testování vlivu různých spojitých aproximací Diracovy delta funkce na numerická řešení
v 1D a 2D,
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4. formulace zjednodušené úlohy perfuze v 1D a 2D a provedení celé řady numerických expe-
rimentů s cílem získat časové profily koncentrace KL, které by byly podobné skutečným
profilům KL získáných při perfuzním vyšetření na magnetické rezonanci.

V Praze dne 19. října 2022

doc. Ing. Radek Fučík, Ph.D.
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prof. Ing. Zuzana Masáková, Ph.D.

Katedra matematiky
Fakulta jaderná a fyzikáln¥ inºenýrská
�eské vysoké u£ení technické v Praze
Trojanova 13, 120 00 Praha 2

e-mail: zuzana.masakova@fjfi.cvut.cz

Posudek ²kolitelky na sout¥ºní práci

Katarína Sudeni£ová: Systémy se zobecn¥nou Cantorovou bází

Práce je v¥nována nedávno zavedeným nestandardním £íselným soustavám, speciáln¥ pozi£ním
soustavám, ve kterých je kaºdé reálné £íslo x vyjád°eno ve form¥ Cantorovy °ady, tedy jako

x =
x1
β1

+
x2
β1β2

+
x3

β1β2β3
+ · · · ,

kde cifry xk ∈ N0 závisí na x. V klasickém p°ípad¥ je bází Cantorova systému posloupnost (βn)n∈N p°i-
rozených £ísel. Cantor pomocí takových reprezentací formuloval kritérium iracionality, které umoº¬uje
nap°íklad dokázat, ºe e /∈ Q. Zobecn¥né systémy pak dovolují bázi sloºenou z libovolné posloupnosti
reálných £ísel βn > 1 takovou, ºe limn→∞

∏n
i=1 βi = +∞. Pokud zvolená báze je konstantní posloup-

nost βn = β, pak zobecn¥ný Cantor·v systém odpovídá rozvoj·m v reálné bázi, jak je v r. 1957 zavedl
A. Rényi. P°edkládaná práce se v¥nuje p°edev²ím vlastnostem soustav, kde bází je £ist¥ periodická
posloupnost (β1, . . . , βp), tzv. alternující báze.

V úvodní kapitole studentka shrnuje pot°ebné pojmy z teorie £ísel a kombinatoriky na slovech
a uvádí p°ehled známých výsledk· o Rényiových soustavách s reálnou bází. Aritmetické vlastnosti
t¥chto soustav závisí na tvaru lexikogra�cky nejv¥t²í nekone£né reprezentaci jedni£ky. Studentka uvádí
výsledek W. Parryho z roku 1960 ohledn¥ existence a jednozna£nosti báze, v níº má jedni£ka p°edem
zadanou nekone£nou reprezentaci. Dále je p°edvedena Schmidtova v¥ta z roku 1980, která ukazuje
význam Pisotových £ísel pro aritmetiku soustav.

Následuje kapitola 2, ve které jsou de�novány Cantorovy systémy. Studentka uvádí krátkou re²er²i
výsledk· o p°ípadu celo£íselné báze a podrobn¥ji se v¥nuje zobecn¥ným Cantorovým bázím podle no-
vého £lánku Charlier a Cisternino z r. 2021. Odvozuje tvar lexikogra�cky nejv¥t²í reprezentace jedni£ky
pro jistou t°ídu soustav, ve kterých v²echny £leny báze leºí ve stejném kvadratickém t¥lese.

Kapitola 3 se v¥nuje zobecn¥ní Parryho výsledku pro alternující báze. Tato otázka je pro p > 1
daleko komplikovan¥j²í neº v soustavách s jednou reálnou bází. V práci je p°edveden první krok k
jejímu °e²ení. Za hlavní výsledek této práce pak povaºuji analogii Schmidtova teorému pro alternující
báze, jíº je v¥nována celá £tvrtá kapitola. D·kaz tohoto výsledku má algebraický charakter a pouºívá
partie z teorie matic i algebraické teorie £ísel.

P°edloºená práce je výstupem ro£níkového �výzkumného úkolu� , který na FJFI bývá p°edstupn¥m
a p°ípravou na diplomovou práci. P°i °e²ení zadaných úloh studentka postupovala se zaujetím a velmi
pe£liv¥. Výsledkem je p°ehledný srozumitelný text, který £tená°e dostate£n¥ uvádí do studované prob-
lematiky a obsahuje korektní formulace a d·kazy vlastních záv¥r·. Je výborným základem pro dal²í
výzkum v rámci diplomové práce. Studentku rozhodn¥ doporu£uji k ocen¥ní.

V Praze dne 20. °íjna 2022

prof. Ing. Zuzana Masáková, Ph.D., ²kolitelka
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Posudek školitele na práci 

studenta MI-MM Dominika Žurka 

”Dynamika šíření signálu v excitovatelném prostředí” 

 
Předkládaná práce vznikla v rámci vývoje matematických modelů 

v biomedicínské oblasti dané spoluprací s Institutem klinické 

a experimentální medicíny v Praze a INRIA v Paříži. Cílem práce bylo 

seznámit se se současnými poznatky a trendy v elektrokardiologii 

vedoucími k využití reakčně-difuzních rovnic popisujících vznik 

a šíření elektrických signálů v prostředí srdečního svalu a osvojit 

si základní matematické postupy pro analýzu a numerické řešení 

takových matematických modelů. 

 První část práce je věnována shrnutí vybraných poznatků 

o mikroskopické stavbě a funkci myokardu, vzniku a šíření 

elektrického signálu a jeho poruch. V další části autor uvádí 

podrobnosti o současné hierarchii matematických modelů 

v elektrofyziologii formulovaných na základě zákonů zachování 

a doplněných o konstitutivní vztahy. Zjednodušený popis vyúsťuje 

do formulace počáteční úlohy pro soustavu obyčejných reakčních 

rovnic FitzHugh – Nagumova typu popisující excitaci prostředí 

a pro příslušnou reakčně-difuzní soustavu popisující excitaci 

a šíření signálu v prostředí myokardu. Autor rovněž komentuje model 

dvou oblastí a difuzi na varietách, které jsou v současné době 

předmětem dalšího vývoje a zkoumání odbornou veřejností. 

Třetí část se zabývá matematickými metodami pro studium 

difuzních a reakčně-difuzních rovnic. Popisuje metody, mezi něž 

patří existence řešení, jednoznačnost, možnosti analytického řešení, 

princip maxima a invariantní regiony. Kapitola zahrnuje formulaci 

slabého řešení a postup vedoucí k důkazu jeho existence 

a jednoznačnosti. Autor též formuluje transportní úlohu na křivkách 

a připravuje se tak na řešení úloh excitovatelného prostředí 

na varietách. 
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Další část práce je věnována numerickému řešení zkoumaných 

modelů pomocí přímočaré časové diskretizace Eulerovým schématem. 

Autor se seznámil s použitím této jednoduché metody, vyjasnil 

možnosti měření chyb aproximace a intenzivně je využil pro studii 

chování řešení rovnice lineární difuze. Tyto metody použil při 

osvojení vlastností rovnice Allenovy – Cahnovy, kterou lze chápat 

jako prototyp difuzní rovnice s kubickou nelinearitou. Na základě 

těchto zkušeností se autor podrobně venoval FitzHugh-Nagumovu 

systému se soustředěnými a distribuovanými parametry v 1 dimenzi 

v závislosti na vybraných parametrech biofyzikálních a numerických. 

Podařilo se mu reprodukovat typické chování modelu včetně šířícího 

se pulzu. 

 Na daném tématice pracoval student do značné míry samostatně, 

aktivně využil doporučené literatury, dalších informačních zdrojů 

a vlastních zkušeností získaných v průběhu studia. Kromě pečlivě 

sestaveného úvodu do problematiky v práci dosáhl zajímavých 

a hodnotných vlastních výsledků v přehledné parametrické studii 

chování řešení FitzHugh-Nagumova systému. 

Práci považuji za cenný příspěvek ke znalostem dané problematiky a 

plně ji doporučuji do Rektorysovy soutěže. 

 

 

Michal Beneš 

(katedra matematiky) 

V Praze dne 31. října 2022 
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Homogenization of the transport equation describing
convection-diffusion processes in a material with fine

periodic structure

Ing. Michal Beneš, Ph.D.1, David Šilhánek2

1(Supervisor) Department of Mathematics Faculty of Civil Engineering, CTU in Prague,
Michal.Benes@cvut.cz

2(Student) Faculty of Civil Engineering, CTU in Prague, david.silhanek@fsv.cvut.cz

Abstract: In the present contribution we discuss mathematical homogenization and nume-
rical solution of the elliptic problem describing convection-diffusion processes in a material
with fine periodic structure. Transport processes such as heat conduction or transport
of contaminants through porous media are typically associated with convection-diffusion
equations (1). It is well known that the application of the classical Galerkin finite element
method is inappropriate in this case since the discrete solution is usually globally affected
by spurious oscillations.
Therefore, great care should be taken in developing stable numerical formulations. We de-
scribe a variational principle for the convection-diffusion problem with rapidly oscillating
coefficients and formulate the corresponding homogenization theorems. Further, based on
the variational principle, we derive a stable numerical scheme for the corresponding ho-
mogenized problem. The performance of the proposed method is illustrated on solved
numerical example.

−
(
k(x) · u′(x)

)′
+ v(x) · u′(x) = f(x)(1)
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